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Introdution
Cette thèse se ompose de trois parties indépendantes, dont voii un aperçu suint. Le leteur trouvera
plus de détails dans leurs introdutions respetives.
I. Altérations et groupe fondamental premier à p.
Soient k un orps algébriquement los d'exposant aratéristique p  1, p0 l'ensemble des nombres premiers
distints de p,X et Y deux shémas algébriques sur k, géométriquement pointés. On dispose, par fontorialité,
d'un morphisme 
1
(X
k
Y )! 
1
(X)
1
(Y ). Si p > 1, e morphisme n'est pas un isomorphisme en général,
omme le montre l'exemple du plan ane sur k. L'obstrution à l'existene d'une formule de Künneth générale
est la ramiation sauvage, qui est déjà à l'origine de la non simple onnexité de la droite ane A
1
k
. Dans
ette partie, on démontre que la formule de Künneth modiée

p0
1
(X 
k
Y )

! 
p0
1
(X) 
p0
1
(Y );
où 
p0
1
désigne le plus grand quotient premier à p, est vraie. Une telle formule est établie dans [SGA 1 xiii ℄
modulo la résolution forte des singularités, non démontrée à e jour en aratéristique positive. Bien que
ette formule ait été la motivation prinipale de e travail, elle n'apparaît plus en fait que omme orollaire
de résultats généraux de nitude, propreté ohomologique et loale ayliité génériques pour les ensembles
de ohomologie de degré 0 et 1. Cette partie s'ahève par une disussion du as modéré.
II. Conjeture de Bloh et nombres de Milnor.
Soient S = Spe(A) le spetre d'un anneau de valuation disrète hensélien de orps résiduel algébriquement
los d'exposant aratéristique p  1 et X un shéma régulier, séparé et de type ni sur S. Inspiré par la
formule de Milnor en géométrie algébrique omplexe, Pierre Deligne a onjeturé dans [SGA 7 xvi ℄, dans
le as où X=S présente un point de non lissité isolé x, une formule exprimant le nombre de Milnor de la
singularité en x omme la dimension  totale  des yles évanesents du faiseau étale onstant F
`
sur X
pour un nombre premier ` 6= p. Cette dimension totale est la somme de la dimension usuelle (virtuelle) et
d'un onduteur de Swan qui tient ompte de la ramiation sauvage. Par ailleurs, en 1985 [Blo87℄, Spener
Bloh a proposé, et démontré dans le as des ourbes, une autre formule dans le as où X=S est propre
et à bre générique lisse mais sans hypothèse supplémentaire sur le lieu de non lissité. Cette formule fait
intervenir une lasse de Chern loalisée du faiseau des diérentielles relatives 

1
X=S
. Dans ette partie, on
démontre que la formule de Deligne déoule de elle de Bloh. Comme orollaire, on obtient, dans le as de
la dimension relative 1, la onjeture de Deligne, ainsi qu'une généralisation au as d'un lieu de non lissité
propre sur S.
III. 1-motifs, d'après V. Voevodsky.
Si k est un orps parfait, on dispose d'au moins deux onstrutions de atégories de motifs (mixtes) de
dimension  1 : la atégorie (additive) 1-Mot(k) des 1-motifs de P. Deligne, historiquement la première
(f. [Del74℄), et la atégorie (triangulée) d
1
DM
e
gm
(k) des motifs géométriques eetifs de dimension  1,
introduite réemment par V. Voevodsky (f. [Voe00℄). On onstruit dans ette dernière partie un fonteur
triangulé naturel
D
b
(1-Isomot(k))! d
1
DM
e
gm
(k) 

Z
Q;
qui est une équivalene de atégories, omme annoné dans lo. it. (p. 218).
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Paru au Bulletin de la SMF (131) tome 1, 2003. L'appendi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I.1. PROPRETÉ COHOMOLOGIQUE GÉNÉRIQUE I-1
Introdution
Soit k un orps algébriquement los de aratéristique p et soit p0 l'ensemble des nombres premiers distints
de p. Dans [Ray71℄, il est démontré que, si X et Y sont des k-shémas de type ni onnexes, on a alors

p0
1
(X 
k
Y )

! 
p0
1
(X)  
p0
1
(Y ), où 
p0
1
désigne le plus grand quotient premier à p du groupe fondamental,
sous réserve que l'on dispose de la résolution forte des singularités. Nous prouvons dans et artile que
ette formule est valable sans restrition. Nous démontrons en fait des théorèmes de nitude, propreté
ohomologique et loale ayliité génériques sans hypothèse de résolution. Il s'agit ii d'énonés sur les
ensembles de ohomologie de degré 0 et 1. Une partie de es résultats gurent sous forme onditionnelle dans
lo. it. Par ailleurs, les analogues en ohomologie abélienne sont démontrés sans restrition dans [Del77℄.
L'ingrédient essentiel de e travail est le théorème ([dJ96℄) de A.J. de Jong sur les altérations, qui remplae la
résolution forte des singularités. Les altérations ont en eet la propriété d'être de desente eetive universelle
pour la atégorie brée des faiseaux étales. Comme dans [Ray71℄, nous travaillons systématiquement dans
la 2-atégorie des hamps en groupoïdes, qui est le pendant non ommutatif de la atégorie dérivée des
faiseaux abéliens.
Au numéro 2 (respetivement 3), nous démontrons le théorème de propreté ohomologique et onstru-
tibilité (respetivement loale ayliité) générique. Certaines démonstrations initiales de l'auteur ont été
modiées pour faire proter au leteur de l'approhe plus oneptuelle d'O. Gabber, qui sera ertainement
plus utile à l'avenir. Le numéro 4 ontient divers énonés de onstane loale générique pour les images di-
retes de hamps, ainsi que des appliations au groupe fondamental premier à p : loale invariane générique
des 
p0
1
des bres géométriques d'un morphisme, invariane par hangement de orps séparablement los et
formule de Künneth. Nous énonçons des résultats semblables pour les groupes d'homotopie supérieurs. Enn,
le numéro I.4, indépendant des préédents, onerne la formule de Künneth et l'invariane par hangement
de orps algébriquement los pour le groupe fondamental modéré ; nous avons reours ii à des tehniques
de géométrie logarithmique.
I.1. Propreté ohomologique générique
Soient X un shéma, et F un hamp (en groupoïdes) sur X (muni de la topologie étale). Dans toute
la suite, seuls la topologie étale et les hamps en groupoïdes seront envisagés et nous omettrons don es
qualiatifs. Notons 
0
(F ) le faiseau assoié au préfaiseau
U=X 7! flasses d'isomorphismes d'objets de F (U)g ;
'est aussi le faiseau des sous-gerbes maximales de F . Soient U=X un ouvert étale et x
U
2 Ob F (U) ; nous
noterons 
1
(F ; x
U
) le U -faiseau Aut(x
U
)
(i)
. Si L est un ensemble de nombres premiers, rappelons que le
(i)
Justions rapidement es notations. Pour toute atégorie C , on peut dénir  fontoriellement  un ensemble simpliial,
son nerf, noté Nerf(C ), dont la dénition est rappelée par exemple dans [Ill72℄, vi.2.1. Si C est un groupoïde et x un objet de
C , les 
i
de son nerf (pointé en x) sont nuls pour i  2 (lo. it. 2.6.2). Considérant les F (U) pour U variable, on obtient, par
faiseautisation, les ensembles dénis plus haut.
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hamp F est indLni, si pour toute setion loale x, le faiseau en groupes 
1
(F ; x) est indLni au sens
de [Art73b℄, 1.5. Cela signie que pour tout point géométrique , la bre de e faiseau en  s'identie à la
olimite ltrante de ses sous-groupes nis de L-torsion. Le hamp F est dit onstrutible si le faiseau 
0
(F )
et les divers 
1
(F ; x) sont onstrutibles (f. lo. it., 2.3) ; nous ne onsidérerons que le as d'un shéma de
base noethérien pour ette dernière notion. Pour tout shéma X, nous noterons L
X
l'ensemble des nombres
premiers inversibles sur X. (Dans le as partiulier où seul un nombre premier p n'est pas inversible sur X,
nous noterons p0 l'ensemble L
X
.)
Pour alléger les notations, nous désignerons souvent par la même lettre un Xhamp et son extension,
omme atégorie brée, à la atégorie des shémas sur X (f. [Gir71℄, vii.2.2.7). De même, nous noterons
souvent par des égalités des èhes qui ne sont en fait que des équivalenes.
Pour xer les notations, et motiver les théorèmes généraux qui vont suivre, voii quelques exemples. Le
dernier  le plus important pour nos appliations  préise le lien entre variation du groupe fondamental
en famille (lié à l'étude des faiseaux non abéliens R
1
f

G pour une famille f : X ! S et G un groupe ni
onstant) et le formalisme des images diretes de hamps que nous allons étudier par la suite.
I.1.1 Exemples. 
Soient f : X ! Y et g : Z ! X des morphismes de shémas.
 Champs de Piard. À tout omplexe K = [d : L
 1
! L
0
℄ de faiseaux abéliens sur X, on assoie
un hamp h(K). C'est le hamp assoié au préhamp dont le préfaiseau des objets est L
0
, et dont
les homomorphismes entre deux setions loales a et b sur U sont les setions s 2 L
 1
(U) telles que
ds = b   a. Cette onstrution, qui se fatorise par D
[ 1;0℄
(X;Z), permet de retrouver tous les hamps
de Piard (stritement ommutatifs), dénis par P. Deligne et A. Grothendiek dans [Del73℄. Le hamp
h(K) est onstrutible si et seulement si les faiseaux de ohomologie de K le sont. Le 
0
orrespond au
H
0
, et le 
1
, pointé en la setion nulle, au H
 1
. On a g

h(K) = h(g

K) et f

h(K) = h(
0
Rf

K).
 Champs en atégories disrètes. Soit F un faiseau d'ensembles sur X. On peut dénir un hamp
CD(F ) en prenant pour CD(F )(U) la atégorie disrète onstruite sur F (U). Ces groupoïdes sont 
totalement disonnexes  en un sens évident. Dans le as où F est un faiseau abélien, on a h(F [0℄) =
CD(F ). Le hamp CD(F ) est onstrutible si et seulement si F = 
0
(CD(F )) l'est (ar les 
1
sont
tous nuls). On a g

CD(F ) = CD(g

F ) et f

CD(F ) = CD(f

F ) ; la situation est don partiulièrement
simple. À partir de maintenant, nous onsidérerons tout faiseau F omme un hamp en l'identiant à
CD(F ).
 Champs lassiant. Soit G un faiseau en groupes sur X. Rappelons qu'un G-torseur sur X, est
un X-faiseau T muni d'une ation de G, qui est loalement isomorphe (sur X) à G muni de l'ation
par translation sur lui-même. On en fait une atégorie en appelant  morphismes  les morphismes de
G-faiseaux. Nous noterons Tors(G) le hamp dont la bre en U est la atégorie des G
jU
-torseurs sur
U . Dans le as où G est abélien, on a Tors(G) = h(G[1℄) ; la terminologie  hamps de Piard  se
justie par le fait qu'elle englobe le as G = G
m
. Le hamp Tors(G), pour G à nouveau quelonque, est
onstrutible si et seulement si G est onstrutible ; en eet, 
1
(Tors(G)), pointé en le G-torseur trivial,
n'est autre que G et 
0
(Tors(G)) = f?g. De même, si G est un groupe onstant ni de L-torsion, le
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hamp Tors(G) est indLni. On a g

Tors(G) = Tors(G
jZ
) mais f

Tors(G) n'est pas néessairement
un hamp du même type
(ii)
: ela dépend des propriétés géométriques du morphisme f . On montre
aisément que 
0
(f

Tors(G)) = R
1
f

G (ohomologie non abélienne) et 
1
(f

Tors(G)) = f

G (pointé par
l'image du revêtement trivial).
Soient S un shéma, f : X ! Y un S-morphisme entre S-shémas et F un hamp sur X. Nous dirons
que le ouple (f;F ) est ohomologiquement propre relativement à S si pour tout S-shéma S
0
, la formation
du hamp f

F ommute au hangement de base par le morphisme Y
0
déf
= Y 
S
S
0
! Y .
I.1.2 Théorème.  Soient S un shéma noethérien et f : X ! Y un S-morphisme entre S-shémas de
type ni. Alors,
a) il existe un ouvert dense U ,! S vériant les onditions suivantes :
(i) pour tout ensemble ni E, le hamp f
U
E
X
U
est onstrutible et le ouple (f
U
; E
X
U
) est ohomo-
logiquement propre relativement à U .
(ii) pour tout L
U
groupe ni G, le hamp f
U
Tors(G
X
U
) est onstrutible et le ouple (f
U
;Tors(G
X
U
))
est ohomologiquement propre relativement à U .
b) pour tout hamp F sur X, onstrutible, indL
S
ni, il existe un ouvert dense U ,! S tel que le hamp
f
U
F
X
U
soit onstrutible et que le ouple (f
U
;F
X
U
) soit ohomologiquement propre relativement à U .
L'énoné a) (i) était déjà démontré inonditionnellement dans [Ray71℄.
I.1.3 Remarque.  Si f : X ! S est un morphisme de type ni, on peut montrer que l'image direte d'un
faiseau d'ensembles onstrutible est onstrutible dès que S est noethérien (f. [Gab01℄). Par ontre, la
onstrutibilité de R
1
f

Z=nZ, ave n inversible sur S, peut être mise en défaut ave S noethérien (f. lo.
it) ; on onjeture que e phénomène disparaît si S est exellent.
En partiulier,
I.1.4 Corollaire.  Soient k un orps de aratéristique p et f : X ! S = Spe(k) un k-shéma de type
ni. Pour tout hamp F sur X, onstrutible, indp0ni, le hamp f

F est onstrutible et de formation
ompatible aux hangements de base Y ! S.
Pour démontrer le théorème, nous ferons appel à un lemme de desente, dont l'énoné néessite quelques
rappels. Un shéma simpliial X

est un fonteur ontravariant de la atégorie , onstituée des ensembles
nis [n℄ = f0; : : : ; ng (n  0), munis des appliations roissantes, dans la atégorie des shémas (f. e.g.
[Fri82℄, hap. 1, dont nous reprenons les notations). À un tel objet est assoié un topos étale, que l'on
notera X


: ses objets sont les familles de faiseaux étales F
n
sur X
n
, pour haque n  0, munies, pour
haque morphisme  : [n℄ ! [m℄, d'un X

morphisme F
n
! F
m
('est-à-dire un morphisme X


F
n
! F
m
)
satisfaisants les onditions de transitivité évidentes pour les omposés. Les hamps sur e topos admettent
(ii)
Dans le as où G est abélien, ela résulte du fait que 
0
(Rf

G[1℄) n'est onentré en degré  1 que si R
1
f

G = 0, e qui est
faux en général.
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une desription expliite : un hamp F sur X


orrespond à la donnée d'un hamp F
n
sur haque X
n
, de
1èhes X


F
n
! F
m
pour haque morphisme  : [n℄ ! [m℄ dans  et d'isomorphismes de transitivité
pour les omposés, satisfaisant des onditions de oyles pour les triplets d'appliations omposables.
Soit " : X

! X un shéma simpliial augmenté vers X ; on en déduit un morphisme entre les topos assoiés :
X


! X

. Soit F

un hamp sur X

; le hamp "

F

se dérit omme la atégorie brée dont la bre au-
dessus d'un ouvert étale U ! X est la atégorie des données de desente, 'est-à-dire des ouples (x; '), où
x est un objet de F
0
(U 
X
X
0
) et ' un isomorphisme (dans F
1
(U 
X
X
1
)), ' : 

0
x

! 

1
x satisfaisant la
ondition de oyle sur X
2
(dans F
2
(U 
X
X
2
)) : 

2
'Æ

0
' = 

1
'. Les 
i
désignent les morphismes déduits
des appliations stritement roissantes d
0
; d
1
: f0g ! f0; 1g et d
0
; d
1
; d
2
: f0; 1g ! f0; 1; 2g.
Pour la dénition d'un hyper-reouvrement propre d'un shéma, nous renvoyons le leteur à [Del74℄, 5.3.8
ou [SD73℄.
I.1.5 Proposition (O. Gabber).  Soit " : X

! X un hyper-reouvrement propre d'un shéma X.
Pour tout hamp F sur X le 1-morphisme d'adjontion  : F ! "

"

F est une équivalene.
C'est l'analogue non abélien du théorème de desente ohomologique propre de [SD73℄. La èhe d'ad-
jontion assoie à tout objet x sur U=X, son image inverse sur X
0
, muni de la donnée de desente anonique.
Démonstration.  Commençons par la pleine délité des fonteurs (U) pour tout ouvert étale U ! X.
Comme X


X
U est enore un hyper-reouvrement propre de U , on peut supposer X = U . De plus, par
ommutation de la formation des faiseaux de morphismes aux images diretes et inverses (f. [Gir71℄, ii.3.2.8
et 3.1.5.3), il sut de démontrer la proposition pour un hamp en atégories disrètes. Ce dernier as résulte
du théorème de desente [Gro73℄, viii, 9.1 qui traite le as d'un osquelette-0 et du fait que le morphisme
de topos induit par la surjetion (
0
; 
1
) : X
1
! X
0

X
X
0
est onservatif, si bien que les isomorphismes de
faiseaux sur X
0

X
X
0
se testent après hangement de base à X
1
.
Pour montrer que  est une équivalene, il sut de le vérier sur les bres (f. [Gir71℄, iii.2.1.5.8) ; on peut
don supposer que X est un shéma stritement loal. Commençons par le as où X est le spetre d'un orps
séparablement los k. On peut supposer k algébriquement los.
Si X

est le osquelette du morphisme X
0
! X, 'est-à-dire X
n
= X

k
(n+1)
0
pour tout n  0, l'existene
d'une setion s au morphisme X
0
! X permet de montrer que toute donnée de desente est eetive. Plus
préisément, si x
0
2 Ob F
X
0
(X
0
) est muni d'une donnée de desente ', le ouple (x
0
; ') est isomorphe à
l'image inverse de s

x
0
2 ObF (X) surX
0
, muni de la donnée de desente anonique (f. e.g. [BLR90℄, 6.1.3).
L'essentielle surjetivité du morphisme d'adjontion en déoule.
Si l'on ne suppose plus que X

= osq
0
(X
0
! X), on dispose seulement, par adjontion, d'un morphisme
X

! osq
0
(X
0
! X) ; par e qui préède, il sut de montrer que toute donnée de desente pour X

provient
d'une donnée de desente sur osq
0
(X
0
! X). Soit x
0
2 Ob F
X
0
(X
0
) et ' : 

0
x
0

! 

1
x
0
un isomorphisme
dans F
X
1
(X
1
), dont les images inverses satisfont la ondition de oyle dans F
X
2
(X
2
). Montrons que '
se desend en un morphisme '
0
sur X
0

X
X
0
= X
0
1
; omme X
2
! osq
0
(X
0
! X)
2
est surjetif, la
ondition de oyle pour '
0
résultera de elle pour ', omme expliqué plus haut. D'après [Gro73℄, viii, 9.2,
appliqué au faiseau Isom
X
0
1
(
0
0
x
0
; 
0
1
x
0
), il sut, pour prouver l'existene de '
0
, de montrer que les deux
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images inverses de ' sur X
1

X
0
1
X
1
oïnident. Notons 
0
1
; 
0
2
: X
1

X
0
1
X
1
 X
1
les deux projetions. Par
hypothèse, 

2
' Æ 

0
' = 

1
' sur X
2
; il s'agit de montrer que 
0
1

' = 
0
2

'. Posons Z = X
2


0
;X
1
;s
0
X
0
,
et notons i (resp. p) la projetion i : Z ! X
2
(resp. p : Z ! X
0
). Appliquons i

à la ondition de oyle ;
elle se réérit i



1
' = i



2
' Æ p

s

0
'. Comme s

0
' = Id 2 Aut
X
0
(x
0
), on a égalité des deux images inverses
sur Z. Il nous sut don de montrer que le morphisme évident, déni par (
1
; 
2
), Z ! X
1

X
0
1
X
1
est une
surjetion. Considérons les arrés artésiens suivants :
X
2

Z

ioo
p

osq
X
1
(X

)
2

0

Z
0

oo
X
1
X
0
s
0
oo
Le morphisme Z ! Z
0
est surjetif ; il reste à montrer qu'il s'identie au morphisme (
1
; 
2
) : Z ! X
1

X
0
1
X
1
.
Rappelons (f. [Fri82℄, p.10) que osq
X
1
(X

)
2
= (X
1

X
0
X
1
) 
X
0
1
X
1
, de sorte que le morphisme 
0
:
osq
X
1
(X

)
2
! X
1
orrespond à la première projetion X
1

X
0
X
1
! X
1
. On en déduit immédiatement le
résultat.
Si maintenant X est stritement loal de point fermé x, on a un diagramme ommutatif de fonteurs :
F (X)

=
F
x
(x)
(X)
//

x
((RR
RR
RR
RR
RR
RR
R
("

"

F )(X)
r

("
x

"
x

F
x
)(x)
On vient de prouver que 
x
est une équivalene ; d'après le théorème de hangement de base propre pour les
faiseaux d'ensembles, appliqué aux faiseaux d'homomorphismes, le fonteur r est pleinement dèle. Ainsi,
 est une équivalene.
I.1.6 Lemme.  Soient S un shéma noethérien et f : X ! Y un S-morphisme séparé entre S-shémas
de type ni, ave Y séparé. Il existe un ouvert dense U ,! S et un homéomorphisme universel U
0
! U tels
qu'après hangement de base par U
0
! S, on ait un diagramme :
X
0

2
 
j
 //
"
X

Z
0

2
"
Z

D

2
? _oo
X
U
0
 
j
//

Z
p propre{{ww
ww
ww
ww
w
Y
U
0
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où j est une immersion ouverte dominante, "
Z
un hyper-reouvrement propre tronqué à l'ordre 2, et D

2
un diviseur à roisements normaux relativement à U
0
dans le shéma simpliial tronqué Z
0

2
lisse sur U
0
,
de omplémentaire X
0

2
.
Démonstration.  Cas S = Spe(k), ave k parfait. Soit X
j
! Z
p
! Y une fatorisation de f en une immer-
sion ouverte dominante et un morphisme propre.
Montrons qu'il existe un morphisme propre et surjetif a : Z
0
! Z, ave Z
0
régulier (don lisse sur k) tel
que l'image inverse de X dans Z
0
soit le omplémentaire d'un diviseur à roisements normaux. Le théorème
[dJ96℄, 3.1 arme que si Z est intègre séparé, il existe un morphisme r : Z
0
! Z propre, surjetif (géné-
riquement étale) et une ompatiation (projetive) Z
0
de Z
0
telle que
 
Z
0
  Z
0

[ r
 1
(Z   X) soit un
diviseur à roisements normaux strits dans Z
0
; en partiulier, r
 1
(X) est le omplémentaire d'un diviseur
à roisements normaux dans Z
0
. Voyons omment ela implique notre résultat. Soit b : Z
0
déf
=
`
(Z

)
réd
! Z
le morphisme anonique, où les Z

sont les omposantes irrédutibles (en nombre ni) de Z. Le morphisme
b est ni et surjetif. Les (Z

)
réd
sont intègres don il existe une altération 

: Z
0
! (Z

)
réd
omme préé-
demment, assoiée à l'ouvert (Z

)
réd

Z
X. Le oproduit des 

dénit un morphisme  : Z
0
0
déf
=
`
Z
0
! Z
0
propre et surjetif ; le morphisme a = b : Z
0
0
! Z satisfait les onditions préédentes.
Finalement, utilisant les tehniques de [Del74℄, on onstruit de même Z
0
1
et Z
0
2
. Cei ahève la démonstration
du lemme dans e as.
Cas général. On peut supposer S onnexe, puis irrédutible et enn intègre quitte à faire un hangement de
base par un homéomorphisme universel. Soit 
S
le point générique de S, et 
S
le spetre d'une lture parfaite
de (
S
). D'après le as préédent, il existe une ompatiation de f

S
ainsi que des hyper-reouvrements
tronqués omme dans l'énoné, sur 
S
. Comme il s'agit d'hyper-reouvrements tronqués, on peut desendre
es onstrutions à une extension nie de 
S
, puis les étendre à un Sshéma dominant, génériquement ni
et radiiel U
0
, que l'on peut supposer s'envoyant sur son image par un homéomorphisme universel.
On peut démontrer le même résultat sans hypothèse de séparation sur Y . Il est aussi possible d'étendre
l'hyper-reouvrement tronqué de X en un hyper-reouvrement propre, mais les images diretes ne dépendent
que de es tronqués à l'ordre 2.
Revenons maintenant à la démonstration du théorème I.1.2. Ii, omme souvent par la suite, on notera
ave des égalités des équivalenes.
Il est démontré dans [Ray71℄, pages 5965, omment déduire le b) du a). Nous allons don démontrer a), en
supposant le morphisme f et le shéma Y séparés. Soient U et U
0
omme dans I.1.6  dont nous reprenons
les notations  ; vérions que a) vaut sur U . Comme le morphisme U
0
! U est un homéomorphisme
universel, il sut de démontrer le résultat sur U
0
. On peut don supposer S = U = U
0
. On dispose alors
d'hyper-reouvrements (tronqués) "
X
: X

2
! X et "
Z
: Z

2
! Z des shémas X et Z, ainsi que des
shémas qui s'en déduisent par hangement de base relativement à S. Soit maintenant S
0
! S un morphisme,
et F omme dans l'énoné. On note g
Y
(resp. g
X
, resp. g
X

) la èhe de hangement de base Y
S
0
! Y (resp.
X
S
0
! X, resp. X
2

S
S
0
! X
2
).
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Les notations sont réapitulées dans le diagramme suivant, où les  
2
 sont omis pour les hyper-
reouvrements tronqués.
D
0

//
Z
0

r

))
"
Z
0

X
0

j
0
oo
g
X
 //
"
X
0

X

j
 //
"
X

Z

"
Z

D

oo
Z
0
p
0 !!B
BB
BB
BB
B
r
((
X
0
f
0

g
X //
j
0
oo
X
f

j
//
Z
p
}}||
||
||
||
Y
0
g
Y //
Y
On a les équivalenes suivantes :
g

Y
f

F = g

Y
f

"
X

"
X

F (par desente, f. proposition I.1.5)
= g

Y
p

j

"
X

"
X

F (par ommutativité du diagramme)
= p
0

r

j

"
X

"
X

F (par hangement de base propre appliqué à p; f. [Gir71℄, vii.2.2.2)
= p
0

r

"
Z

j


"
X

F (par ommutativité du diagramme)
= p
0

"
Z
0

r


j


"
X

F (par hangement de base propre appliqué à "
Z
)
= p
0

"
Z
0

j
0


g
X


"
X

F (ar D

est un dn rel. S + hypothèse de modération, f. [Ray71℄, 2.4)
= f
0

"
X
0

"
X
0

g
X

F (par ommutativité du diagramme)
= f
0

g
X

F (par desente, f. proposition I.1.5):
Pour traiter le as général, on se ramène au as où Y est ane (la question est loale sur Y ), don séparé.
Considérant un reouvrement ouvert ane de X et l'hyper-reouvrement assoié, on se ramène aussitt au
as où X est ane, don f séparé.
Il nous faut maintenant démontrer la onstrutibilité. Commençons par rappeler le lemme :
I.1.7 Lemme ([Ray71℄, 3.1.1).  Soient " : X

! X un shéma simpliial augmenté et F un hamp
sur X

. Pour que le hamp "

F soit onstrutible, il sut que "
0

F
0
et "
1

F
1
le soient.
En eet, dans le langage de lo. it., on a un diagramme exat de hamps :
"

F ! ["
0

F
0
 "
1

F
1
℄:
En utilisant ette fois-i le théorème de onstrutibilité des images diretes par un morphisme propre (lo.
it., 6.2) ainsi que la onstrutibilité dans le as d'une l'immersion ouverte de omplémentaire un diviseur à
roisements normaux (lo. it., 2.4
2)
), l'énoné de onstrutibilité du a) se démontre omme préédemment.
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I.1.8 Remarque.  Dans la première version de se texte, on donnait une autre démonstration, par  ap-
proximations suessives , du théorème I.1.2, indépendante de la proposition I.1.5. Pour ela, on ommene
par montrer que le morphisme de hangement de base est dèle, du moins génériquement sur la base S. Il
sut de onsidérer un hyper-reouvrement tronqué à l'ordre 0 onvenable (i.e. omme dans I.1.6) X
0
! X,
et d'utiliser les deux théorèmes de propreté ohomologique rappelés plus haut. Fort de e résultat géné-
rique, que l'on applique ensuite aux onstituants du 0-osquelette tronqué à l'ordre 1, osq
0
(X
0
! X)
1
;
on démontre la pleine délité générique des èhes de hangement de base et enn le fait que e sont des
équivalenes, en utilisant ette fois le tronqué à l'ordre 2. De même pour la onstrutibilité.
I.2. Loale ayliité générique
I.2.1 Théorème (O. Gabber).  Soient S un shéma noethérien et f : X ! S un morphisme de type
ni. Il existe un ouvert dense U ,! S tel que pour tout morphisme ohérent
(iii)
g : Y ! Z de Ushémas,
et tout hamp F indL
Z
ni sur Y , le morphisme de hangement de base p

g

F ! g
0

p
0
F soit une
équivalene, où g
0
, p et p
0
sont les morphismes dénis par le arré artésien i-dessous :
Y
g

Y 
U
X
U
p
0
oo
g
0

Z
Z 
U
X
U
p
oo
Démonstration.  Soient U et U
0
omme dans I.1.6 dont nous reprenons les notations  ; montrons que
la onlusion du théorème vaut sur U . Comme expliqué plus haut, on peut supposer U
0
= U , et nalement,
pour alléger les notations, S = U . Soient g et F omme dans l'énoné ; onsidérons le diagramme artésien
suivant :
Y
g

Y 
S
X
p
0
oo
g
0

Y 
S
X
2
"
Y
oo
g


Z
Z 
S
X
p
oo
Z 
S
X
2
"
Z
oo
D'après le théorème de hangement de base lisse pour les hamps ind-nis, de torsion première aux
aratéristiques résiduelles ([Gir71℄, 2.1.2), on a
(p"
Z
)

g

F

! g


(p
0
"
Y
)

F ;
ar g est ohérent.
En appliquant "
Z

, on trouve à gauhe
"
Z

"
Z

p

g

F

 p

g

F ;
par desente.
(iii)
On rappelle que ela signie que g est quasi-ompat et quasi-séparé.
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À droite, on a, par ommutativité du diagramme :
"
Z

g


(p
0
"
Y
)

F ' g
0

"
Y

(p
0
"
Y
)

F :
Enn, par desente (f. proposition I.1.5),
g
0

"
Y

"

Y
p
0

F

 g
0

p
0

F :
Pour tout shéma X et tout point géométrique x de X, on note X(x) le loalisé strit de X en x.
I.2.2 Dénition.  Soient f : X ! S un morphisme, et F un hamp sur X. On dit que (f;F ) est
loalement 1aylique (resp. 0aylique, resp.  1aylique) si pour tout point géométrique x de X d'image
s par f , et toute générisation t de s (i.e. un point géométrique de S(s)), le fonteur F (X(x)) ! F (X(x)
t
)
est une équivalene (resp. pleinement dèle, resp. dèle).
Les shémas X(x)
t
seront appelés bres de Milnor du morphisme X ! S. On dira souvent loalement
aylique au lieu de loalement 1aylique.
I.2.3 Théorème.  Soient S un shéma noethérien et f : X ! S un morphisme de type ni. Alors,
a) il existe un ouvert dense U ,! S vériant les onditions suivantes :
(i) pour tout ensemble ni E, le ouple (f;E
X
) est universellement loalement aylique.
(ii) pour tout L
S
groupe ni G, le ouple (f;Tors(G
X
)) est universellement loalement aylique.
b) pour tout hamp F sur X onstrutible, indL
S
ni, il existe un ouvert dense U ,! S tel que le ouple
(f
U
;F
X
U
) soit universellement loalement aylique.
Démonstration.  L'universalité résultera de la démonstration. Commençons par démontrer a). Soit U un
ouvert dense de S pour lequel les onlusions du théorème préédent sont valables (relativement au morphisme
f : X ! S) et montrons que l'on a (i) et (ii). Soient E un ensemble ni (resp. G un L
U
groupe ni), x un
point géométrique de X
U
et t; s omme plus haut ; onsidérons le arré artésien :
t
g

X
t
g
0

f
t
oo
S(s) X 
U
S(s)
f(s)
oo
Notons F le hamp E
t
(resp. Tors(G
t
)) sur t. Le morphisme f(s)

g

F ! g
0

f

t
F est une équivalene ;
alulons sa bre en x. Comme x s'envoie sur s, on a (f(s)

g

F )
x
= (g

F )
s
= F (t) tandis que (g
0

f

t
F )
x
=
F (X(x)
t
) ave les notations de lo. it. Cela démontre que X(x)
t
est onnexe (resp. L
U
simplement onnexe)
d'où le résultat.
Venons-en au as général, i.e. b).
Commençons par le as d'un hamp en atégories disrètes F = E. On sait qu'il existe un morphisme ni
 : X
0
! X, un faiseau d'ensembles F onstrutible, onstant sur haque omposante onnexe de X
0

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nous dirons presque onstant  et un monomorphisme E ! 

F
déf
= E
0
. Ainsi E = 
0
(F ) est le noyau de
la double èhe naturelle E
0
 E
0
`
E
E
0
déf
= E
00
. Plongeant ette fois E
00
dans l'image direte d'un faiseau
presque onstant par un morphisme ni, on exprime E omme noyau d'une double èhe entre faiseaux
onstrutibles du type préédent ; il sut, par exatitude, de vérier le théorème pour es faiseaux.
Soient  : X
0
! X un morphisme ni et E l'image direte par  d'un faiseau onstrutible F presque
onstant. D'après a), il existe un ouvert dense U de S tel que les bres de Milnor de X
0
U
! U soient onnexes.
Montrons que U onvient pour E. Si x est un point géométrique de X
U

, E(X(x)) = F (X
0

X
X(x)) =
F (
`
x
0
!x
X
0
(x
0
)) ; il ne reste plus qu'à rappeler que les  restritions  F (X
0
(x
0
)) ! F (X
0
(x
0
)
t
) sont des
isomorphismes.
Soit maintenant F un hamp sur X onstrutible, indL
S
ni. Il existe un nombre ni d'ouverts étales
U
i
! X (i 2 f1; : : : ; rg = I) et des setions s
i
2 Ob F (U
i
) qui engendrent 
0
(F ) (i.e. telles que pour
tout point géométrique x de X, et toute setion s
x
2 Ob F
x
, il existe un indie i tel que x se fatorise
par U
i
et que s
x
soit isomorphe à s
i
x
). Pour tout i; j 2 I, notons U
i;j
= U
i

X
U
j
et F
i;j
le U
i;j
faiseau
Isom(s
i
jU
i;j
; s
j
jU
i;j
). Soit U un ouvert dense de S tel que b) soit valable pour tous es faiseaux ; il en existe
par e qui préède. Soient x un point géométrique de X
U
, t une générisation de f(x) et ;  deux objets
de F (X(x)). Montrons que le morphisme Hom
X(x)
(; ) ! Hom
X(x)
t
(
t
; 
t
) est un isomorphisme ; ela
démontrera que le ouple (f
U
;F
X
U
) est loalement 0-aylique. Deux as se présentent : soit il existe un
indie i tel que 

=


=
s
i
x
, auquel as la onlusion résulte de l'hypothèse faite sur F
i;i
= Aut
U
i;i
(s
i
), soit
 et  ne sont pas isomorphes, et il faut montrer qu'ils ne le deviennent pas après restritions à X(x)
t
. Il
existe i; j tels que 

=
s
i
x
et 

=
s
j
x
; si l'on note enore x un point géométrique de U
i;j
relevant x, on a :
? = Hom
X(x)
(; ) = F
i;j
(U
i;j
(x)) et Hom
X(x)
t
(
t
; 
t
) = F
i;j
(U
i;j
(x)
t
) = ?, CQFD.
La loale 0ayliité (générique) étant aquise, nous pouvons supposer, d'après [Gir71℄, iii.2.1.5.9, que
F est la gerbe des Aut(s
i
)torseurs sur U
i
. Comme I est ni, ela nous ramène à démontrer le b) dans
le as partiulier d'un hamp de torseurs sous un groupe onstrutible indL
S
ni, noté G . Il existe un
monomorphisme de faiseaux en groupes G ,! G
0
, où G
0
est l'image direte par un morphisme ni  :
X
0
! X d'un faiseau en groupe presque onstant L
S
ni G. Il résulte de la suite exate longue tronquée
de ohomologie non abélienne [Art73a℄, 3.1, qu'il sut de traiter le as de Tors(G
0
) et de G
0
=G . Quitte à
restreindre enore S, on peut supposer le résultat aquis pour G
0
=G . D'après a) (ii), on peut aussi supposer
que les bres de Milnor du morphisme X
0
! S sont L
S
-simplement onnexe. Soient maintenant x; s; t omme
dans l'énoné ; on veut montrer que H
1
(X(x)
t
; 

G) = feg. Or, H
1
(X(x)
t
; 

G) = H
1
(X
0

X
X(x)
t
; G) =
H
1
(
`
x
0
!x
X
0
(x
0
)
t
; G) = feg, le premier isomorphisme vient du fait que le morphisme  est ni.
Cette dernière rédution (du as d'un groupe onstrutible à un groupe onstant) est due à Ofer Gabber.
Dans la première version de e texte, le a) était démontré sans utiliser le théorème I.2.1. Remarquons par
exemple que l'on peut déduire a) (i) des énonés abéliens de P. Deligne en utilisant, si ` est un nombre
premier inversible sur S, l'adjoint à gauhe du fonteur d'oubli fFaiseaux abéliens de `-torsiong ! X

,
parfois noté E 7! F
`
[E℄.
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I.2.4 Remarque (Variante abélienne de I.2.1).  Soient S un shéma noethérien, X un shéma sé-
paré et f : X ! S un morphisme de type ni. Il existe un ouvert dense U de S tel que pour tout morphisme
ohérent g : Y ! Z de Ushémas, tout n un entier inversible sur S, et tout faiseau onstrutible F de
Z=nZmodules sur Y , le morphisme p

Rg

F ! Rg
0

p
0
F soit un isomorphisme. A priori, on s'attendrait
à un énoné tronqué. Cependant, si r est un entier supérieur à la dimension des bres de f , la r-ayliité
loale générique, qui se démontre à l'aide d'un hyper-reouvrement tronqué, entraîne l'ayliité loale sur
le même ouvert (f. [Art73℄, 1.17, et le fait que r majore la dimension ohomologique des bres de Milnor
qui apparaissent).
On peut aussi retrouver par la même méthode (i.e. desente ohomologique abélienne et altérations) les
deux théorèmes génériques de [Del77℄.
I.3. Loale onstane générique et appliations au 
p0
1
I.3.1 Lemme.  Soient X un shéma et F un hamp sur X onstrutible. Les onditions suivantes sont
équivalentes :
(i) pour tout point géométrique x de X et toute générisation y ! x, le morphisme F (X(x)) ! F (X(y))
est une équivalene.
(ii) le faiseau 
0
(F ) et, pour toute setion loale s, les faiseaux 
1
(F ; s) sont loalement onstants.
Démonstration.  Que la première ondition entraîne la seonde résulte de [Art73b℄, 2.11.
Pour l'autre impliation, on ommene par remarquer que l'essentielle surjetivité de es fonteurs déoule
de la surjetivité de 
0
(F )(X(x)) ! 
0
(F )(X(y)). (Bien que 
0
(F ) ne soit que le faiseau assoié au
préfaiseau des lasses d'isomorphismes, ette diulté disparaît ar les shémas onsidérés sont stritement
loaux.) Soit y ! x une générisation et s; s
0
2 Ob F (X(x)) ; montrons que Hom
x
(s; s
0
) = Hom
y
(s
y
; s
0
y
). Si
s

=
s
0
, on utilise l'hypothèse faite sur 
1
(F ; s) tandis que si s et s
0
ne sont pas isomorphes, ela résulte de
l'injetivité de 
0
(F )(X(x)) ! 
0
(F )(X(y)).
Un hamp satisfaisant les deux onditions préédentes est dit loalement onstant.
Suivant [Ill77℄, on peut dénir  dans ertains as  des èhes de spéialisation et de ospéialisation
de la façon suivante. Si (f;F ) est ohomologiquement propre, et t ! s une spéialisation sur S (omme
dans I.2.2), F (X 
S
S(s)hti) ! F (X
s
) est une équivalene, où S(s)hti désigne le normalisé de S(s) dans
t (f. lo. it., 1.1). Un fonteur de spéialisation est déni en omposant une équivalene quasi-inverse
F (X
s
) ! F (X 
S
S(s)hti) ave le fonteur F (X 
S
S(s)hti) ! F (X
t
). Si l'on suppose ette fois (f;F )
loalement aylique, on dénit de manière analogue un fonteur de ospéialisation F (X
t
)! F (X
s
) pour
toute spéialisation t! s. Lorsque les èhes de spéialisation et ospéialisation sont dénies, leurs omposés
sont 2-isomorphes à l'identité.
Finalement, on trouve (f. lo. it. 2) :
I.3.2 Proposition.  Soient f : X ! S un morphisme ohérent et F un hamp sur X tel que (f;F )
soit ohomologiquement propre et loalement aylique. Alors, f

F est loalement onstant.
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Remarquons que si F est un hamp en atégories disrètes, le ouple (f;F ) sera loalement aylique si
le faiseau F est loalement onstant et (f;E) est loalement aylique pour un ensemble ni E de ardinal
supérieur à 2.
Grâe aux deux théorèmes génériques, on en déduit :
I.3.3 Corollaire.  Soient S un shéma noethérien, f : X ! S un morphisme de type ni, et F un
hamp onstrutible, indL
S
ni sur X. Il existe un ouvert dense U de S tel que f
U

F
X
U
soit loalement
onstant, onstrutible et de formation ompatible à tout hangement de base.
I.3.4 Corollaire.  Soient S un shéma noethérien et f : X ! S un morphisme séparé de type ni.
Il existe un ouvert dense U ,! S tel que pour tout L
S
groupe ni G, toute générisation t ! s de points
géométriques de U les èhes H
1
(X
s
; G) (R
1
f

G)
s

=
H
1
(X
S(s)
; G)! H
1
(X
t
; G) soient des isomorphismes.
Cela résulte immédiatement de I.3.3. La tradution de et énoné en termes plus géométriques est immé-
diate :
Si S est un shéma noethérien intègre de point générique  et f : X ! S un morphisme de type
ni de bre générique géométrique onnexe, il existe un ouvert dense U ,! S tel que pour haque
point géométrique u de U , le shéma X
u
soit onnexe et de groupe fondamental L
S
-primaire
isomorphe à 
L
S
1
(X

).
On laisse le soin au leteur de préiser et énoné en hoisissant des points bases et des hemins.
I.3.5 Corollaire.  Soient k un orps algébriquement los d'exposant aratéristique p, X un k-shéma
de type ni et x un k-point de X. Pour toute extension K=k, ave K algébriquement los, le morphisme
anonique 
p0
1
(X
K
; x)! 
p0
1
(X
k
; x) est un isomorphisme.
Démonstration.  Cela résulte immédiatement du fait que si l'on note f le morphisme X ! Spe(k), pour
tout p0-groupe ni G, la formation du faiseau R
1
f

G ommute à tous les hangements de bases S ! Spe(k)
(f. I.1.4) et en partiulier à Spe(K)! Spe(k).
Soient X un shéma noethérien et L un ensemble de nombres premiers. Suivant Artin-Mazur, on peut
dénir un proobjet, noté X
L
ét
, de la atégorie homotopique des CW-omplexes. Pour la dénition de e
proobjet, nous renvoyons à [AM69℄, 3.4 ainsi qu'au 4.2 pour la dénition des \équivalenes.
I.3.6 Corollaire.  Soient S un shéma noethérien et f : X ! S un morphisme de type ni. Il existe
un ouvert dense U ,! S tel que pour toute èhe de spéialisation t ! s de points géométriques de U , les
morphismes X
s
! X 
S
S(s)hti  X
t
induisent des \équivalenes X
s
L
U
ét

=
X
t
L
U
ét
.
Suivant Sullivan, on peut aussi dénir fontoriellement, pour haque shéma X, un vrai type d'homo-
topie holim X
L
ét
; après appliation de e fonteur, les morphismes préédents deviennent des équivalenes
d'homotopie.
I.3. LOCALE CONSTANCE GÉNÉRIQUE ET APPLICATIONS AU 
p0
1
I-13
Démonstration.  Compte-tenu des propositions 5.8, 5.9 et 6.4 de [Fri82℄, qui permettent de omparer
faiseaux lisses sur X et sur X
L
ét
ainsi que la ohomologie de es topos à valeurs dans es faiseaux, le
théorème d'Artin-Mazur-Quillen (lo. it., 6.5) prend la forme qui suit :
Si g : Y ! Z est un morphisme de shémas noethériens, et L un ensemble de nombres premiers, g
L
: Y
L
ét
! Z
L
ét
est une \équivalene si et seulement si :
(i) le morphisme H
1
(g;G) : H
1
(Z;G) ! H
1
(Y;G) est un isomorphisme pour tout Lgroupe ni G,
(ii) pour tout entier m à support dans L, et tout Z=mZfaiseau lisse L sur Z, se fatorisant par 
L
1
(Z),
les morphismes H
i
(g) : H
i
(Z;L )! H
i
(Y;L
jY
) sont des isomorphismes.
Par la suite, les faiseaux lisses du (ii) seront simplement appelés faiseaux lisses Lmonodromiques.
Compte-tenu du I.3.4, on peut supposer que pour tout générisation géométrique t! s de points de S, la
ondition (i) (ave L = L
S
) est satisfaite pour les morphismes X
s
! X
S(s)hti
déf
= X(s)hti et X
t
! X(s)hti. Il
nous reste à vérier l'énoné de ohomologie abélienne.
D'après I.2.4, on peut supposer le morphisme f universellement loalement aylique (pour les oeients
abéliens). Soient t! s une spéialisation de points géométriques et L un faiseau lisse L-monodromique sur
X(s)hti. Pour haque entier i, le morphisme H
i
(X(s)hti;L )! H
i
(X
t
;L ) est un isomorphisme. Ainsi, pour
démontrer orollaire, il sut de le vérier le ritère (ii), pour les indies i  2d = r, où d est un majorant de
la dimension des bres de f . Quitte à rétréir S, et faire un hangement de base inoensif, on peut supposer
qu'il existe un hyper-reouvrement tronqué " : X
r+1
! X, qui soit le omplémentaire d'un diviseur à
roisement normaux relatifs dans un shéma simpliial tronqué propre et lisse sur S (f. I.1.6, et la remarque
qui suit). Nous allons voir que la onlusion du orollaire est valable sur S. Pour  2 f0; : : : ; r + 1g, notons
f

le morphisme lisse X

! S déduit de f , et f(s)hti

les morphismes déduits par hangement de base
S(s)hti ! S. Il ne nous reste plus qu'à montrer que les morphismes H
i
(X(s)hti;L ) ! H
i
(X
s
;L ) sont des
isomorphismes pour 0  i  r.
Pour haque indie , le faiseau L
X

(s)hti
est par hypothèse modérément ramié à l'inni si bien que
pour haque i 2 N, la formation des S(s)hti-faiseaux R
i
f(s)hti


L
jX(s)hti

est ompatible au hangement
de base (f. [Ill77℄, 1.3.3). La onlusion résulte maintenant du fait que, par desente ohomologique, on a
l'égalité : 
r
Rf(s)hti

L = 
r
R(f(s)hti
r+1
)

L

.
On peut aussi montrer que les èhes X
s
! X 
S
S(s) X
t
induisent des \équivalenes.
I.3.7 Remarque.  Il est naturel de s'intéresser à la question d'uniformité en le faiseau suivante : soit
X ! S un morphisme lisse, ` un nombre premier inversible sur S. Existe-t-il un ouvert dense U de S tel que
pour tout F
`
faiseau lisseF sur X, et tout point géométrique u de U , les morphismes H
i
(X
S
U(u);F ) !
H
i
(X
u
;F ) soient des isomorphismes ? Il n'en est rien omme le montre l'exemple suivant que Lei Fu a ai-
mablement ommuniqué à l'auteur.
Soient k la lture algébrique d'un orps ni, ` un nombre premier inversible sur k, et q : X = A
1
k

k
A
1
k
!
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S = A
1
k
la seonde projetion. Notons p la première projetion. Supposons un instant qu'il existe un ou-
vert non vide U de S tel que la formation de Rq

F ommute aux hangements de bases u ! U , ave u
loalisé en un point fermé, pour tout F
`
faiseau lisse F . Par t-exatitude de la transformation de Fourier
sur S, on sait que si L désigne un F
`
faiseau lisse de rang 1 d'Artin-Shreier sur A
1
k
, et F un faiseau
sur S, Rq
!
(p

F 
L (h; i)) = Rq

(p

F 
L (h; i)). Si maintenant a est un point géométrique de U , on a :
H
2

(A
1
k
;F 
L (xa)) = H
2
(A
1
k
;F 
L (xa)). Si l'on pose F = L ( xa), le terme de gauhe est non nul (par
dualité) alors que elui de droite est trivial. Absurde.
I.3.8 Proposition (Formule de Künneth) .  Soit k un orps séparablement los d'exposant araté-
ristique p  1. Soient X;Y deux k-shémas onnexes de type ni, et (x; y) 2 X(k) Y (k). Le morphisme

p0
1
(X 
k
Y; (x; y))! 
p0
1
(X;x)  
p0
1
(Y; y);
déni par ovariane du 
p0
1
, est un isomorphisme.
Il est bien onnu que ela est faux pour le 
1
entier.
Pour la ommodité du leteur, nous rappelons omment déduire la formule de Künneth des théorèmes de
propreté ohomologique et loale ayliité génériques.
Démonstration.  Notons P le k-shéma X 
k
Y et f la projetion P ! Y . Il sut de montrer que les
morphismes P
y
= X  fyg ! P
f
! Y induisent une suite exate :
1! 
p0
1
(X  fyg)! 
p0
1
(P )! 
p0
1
(Y )! 1:
En eet, omme ette suite s'envoie sur la suite exate tautologique
1! 
p0
1
(X)! 
p0
1
(X) 
p0
1
(Y )! 
p0
1
(Y )! 1;
le morphisme 
p0
1
(X 
k
Y )! 
p0
1
(X) 
p0
1
(Y ) sera un isomorphisme par exatitude.
L'injetivité (à gauhe) est automatique ar le omposé de 
p0
1
(Xfyg)! 
p0
1
(P ) ave 
p0
1
(P )! 
p0
1
(X) est
un isomorphisme. La surjetivité de 
p0
1
(P )! 
p0
1
(Y ) se traduit de la façon suivante : pour tout revêtement
étale onnexe galoisien d'ordre premier à p, Y
0
! Y , le shéma X
k
Y
0
= P
Y
Y
0
est onnexe ; 'est évident.
Pour établir l'exatitude au entre, nous allons vérier, omme dans [Gro71b℄, 1.2, que tout p0-revêtement
onnexe de P sindé sur P
y
est image inverse d'un p0-revêtement de Y . Soit P
0
un tel revêtement, de degré
d, et notons h
P
0
= Hom
P
( ; P
0
) le faiseau de Yoneda assoié, loalement onstant onstrutible. Nous
démontrerons un peu plus bas le résultat suivant :
(H) le faiseau f

h
P
0
sur Y est loalement onstant onstrutible, et de formation ompatible aux
hangements de bases (relativement à Y ).
Ainsi, l'espae algébrique étalé assoié à e faiseau est un revêtement étale Y
0
! Y . La èhe d'adjontion
au niveau des faiseaux f

f

h
P
0
! h
P
0
orrespond
(iv)
à un morphisme de P -shémas étales : Y
0

Y
P ! P
0
.
(iv)
Rappelons que si un faiseau étale F sur un shéma S est représenté par un S-shéma T , pour tout morphisme  : S
0
! S,
le S
0
-faiseau 

F est représentable par le shéma S
0

S
T .
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Regardons la bre en z = (x; y) de e morphisme de faiseaux : le terme de gauhe est (h
Y
0
(y) =)f

h
P
0
(y) =
h
P
0
y
(P
y
) par ommutation au hangement de base, tandis que le terme de droite est h
P
0
(z) = f
 1
(z), de
ardinal d. Géométriquement, ette èhe n'est autre que la restrition des setions. Le revêtement P
0
=P
étant sindé au-dessus de P
y
, h
Y
0
(y), et par onséquent le shéma Y
0
, sont non vides si bien que le morphisme
g : P 
Y
Y
0
! P
0
est un morphisme entre revêtements non vides de P ; le shéma P
0
étant onnexe, le
morphisme g est un revêtement étale. Il en résulte que deg(Y
0

Y
P=P ) = deg(Y
0
=Y )  deg(P
0
=P ) = d.
D'un autre té, deg(Y
0
=Y ) = ℄h
Y
0
(y) = ℄h
P
0
y
(P
y
)  d. Finalement deg(g) = 1 et g est un isomorphisme.
Ainsi, sous nos hypothèses, P
0
provient bien de la base ; il reste à montrer que le revêtement Y
0
=Y dont il
est déduit est d'ordre premier à p. On peut supposer par fontorialité que P
0
=P est galoisien de groupe un
p
0
groupe G (sindé, don totalement déomposé, sur P
y
). La surjetivité du morphisme 
1
(P ) ! 
1
(Y )
se traduit en la pleine délité du fonteur RevÉt(Y ) ! RevÉt(P ). Dans notre as, ela implique l'égalité
Aut
Y
(Y
0
) = Aut
P
(P
0
) = G, si bien que Y
0
=Y est lui-aussi galoisien de groupe G.
Il nous faut maintenant justier l'hypothèse (H). Il existe un revêtement galoisien P
00
de groupe G de P , et
un sous-groupe H de G tel que P
0
= P
00
=H. D'après [Ray71℄,1.13 (iii), pour démontrer la ommutation au
hangement de base, il sut de vérier que les ouples (f;Tors(G)) et (f;Tors(H)) sont ohomologiquement
propres (relativement à Y ). Or, il résulte de I.1.4 que ela est vrai pour tout p
0
-groupe (onstant), f se
déduisant du morphisme X ! Spe(k) par hangement de base. Une fois la ommutation au hangement de
base aquise, la onstrutibilité est automatique, d'après le lemme suivant :
I.3.9 Lemme.  Soient  : A! B un morphisme de type ni entre shémas noethériens et F un faiseau
d'ensembles onstrutible tel que (;F ) soit ohomologiquement propre. Alors, le faiseau 

F sur B est
onstrutible.
Démonstration.  En eet, par onstrutibilité générique, il existe un ouvert U de B tel que (

F )
jU
soit
onstrutible. Notons i : Z ,! B l'immersion fermée du omplémentaire réduit de U dans B. Par hypothèse,
le faiseau i



F est isomorphe à l'image direte de F
jA
Z
par 
Z
: A
Z
= A 
B
Z ! Z. Comme F
jA
Z
est
onstrutible et que (
Z
;F
jA
Z
) est ohomologiquement propre, on onlut par réurrene noethérienne.
Il ne reste plus qu'à montrer que notre faiseau f

h
P
0
est loalement onstant. D'après la remarque suivant
I.3.2, ompte-tenu de la propreté ohomologique, il sut de montrer que si I est un ensemble à deux éléments,
(f; I) est loalement aylique. Or il résulte de I.2.3, a) (i) que (X ! Spe(k); I) l'est universellement, d'où
le résultat.
I.3.10 Corollaire.  Soit k un orps algébriquement los de aratéristique p. Soient X et Y deux k
shémas de type ni. Le morphisme
(X 
k
Y )
p0
ét
! X
p0
ét
 Y
p0
ét
est une \équivalene.
Démonstration.  Il sut, omme dans I.3.6, de vérier deux onditions sur ette èhe : qu'elle induit
des isomorphismes d'une part sur les H
1
non abéliens à valeurs dans les p0-groupes, et sur tous les H
i
à
valeurs dans des F
`
faiseaux lisses p0monodromiques (` 6= p) d'autre part. Compte-tenu des isomorphismes
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H
1
((X 
k
Y )
p0
ét
; G)

=
H
1
ét
(X 
k
Y;G)

=
Hom(
p0
1
(X 
k
Y ); G) pour tout p0-groupe G, la première ondition
résulte de la formule de Künneth que nous venons de démontrer et de son analogue topologique pour le produit
X
p0
ét
Y
p0
ét
. Pour vérier la seonde ondition, remarquons que dans le as partiulier où L est un F
`
-faiseau
lisse p0-monodromique sur X
p0
ét
Y
p0
ét
, produit externe de deux faiseaux sur X
p0
ét
et Y
p0
ét
, l'isomorphisme désiré
(pour haque i 2 N) n'est autre que la formule de Künneth abélienne de [Del77℄ : R (X
k
Y;F
X
F
Y
)

!
R (X;F
X
) 

L
R (Y;F
Y
). Remarquons maintenant que pour tout ouple de groupes nis G et G
0
, les
F
`
[G  G
0
℄-modules simples sont des produits externes de représentations irrédutibles de G et G
0
. Soient
r 2 N et L un F
`
-faiseau lisse p0-monodromique sur X
p0
ét
 Y
p0
ét
; posons L
r
= L 

F
`
F
`
r
. Pour r  0, L
r
est somme direte de produits externes de F
`
r
-faiseaux lisses, si bien que la seonde ondition est satisfaite
pour e faiseau. Comme le faiseau L se plonge dans L
r
, une réurrene sur i donne l'isomorphisme des
H
i
pour tout i.
I.3.11 Théorème.  Soient k un orps algébriquement los de aratéristique p  0, X un k-sous-shéma
onnexe d'un espae projetif P
k
sur k. Supposons X régulier de dimension  3. Alors, si Y une setion
hyperplane générale de X on a :
 le shéma Y est onnexe,
 pour tout point géométrique y de Y , la morphisme anonique 
p0
1
(Y; y)! 
p0
1
(X; y) est un isomorphisme.
Démonstration.  L'énoné se trouve dans [Ray74℄ ave l'hypothèse supplémentaire que la aratéristique
est nulle. Cette hypothèse était néessaire pour pouvoir utiliser le théorème I.1.2. Celui-i étant maintenant
démontré en toute généralité, la même démonstration donne e théorème, à ondition bien entendu de se
restreindre aux p0-groupes.
De même, utilisant le théorème de Mihèle Raynaud sur les surfaes, on trouve :
I.3.12 Théorème.  Soient k un orps séparablement los aratéristique p  0 et X un k-shéma algé-
brique. Alors le groupe 
p0
1
(X) est topologiquement de présentation nie.
Démonstration.  On peut supposer k algébriquement los. Utilisant des altérations à la plae de la réso-
lution des singularités, on peut se ramener failement par desente (f. [Ray72℄) au as d'un shéma ane
lisse. Utilisant le théorème de Lefshetz sur les setions hyperplanes, on se ramène au as où X est une
surfae, traité dans lo. it.
I.4. Disussion du as modéré
Les résultats de ette partie utilisent la géométrie logarithmique ; nous renvoyons le leteur à [Ill02℄.
I.4.1. Soient k un orps algébriquement los d'exposant aratéristique p  1,X un shéma régulier onnexe,
propre sur k et U ,! X le omplémentaire d'un diviseur à roisements normaux Y . Nous dirons que X est une
bonne ompatiation de U . Soit u un point géométrique de U ; notons 
t
1
(U
=X
; u) le quotient de 
1
(U; u)
lassiant les revêtements de U modérément ramiés le long de Y = X   U ; rappelons qu'il s'agit des
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revêtements de U dont les restritions (après normalisation) aux loalisés de X en les points génériques de Y
sont modérés, au sens valuatif lassique. Il revient au même de dire que le faiseau lisse L (V=U) représenté
par V sur U est modérément ramié en es points.
Rappelons que le groupe fondamental modéré d'un k-shéma pointé onnexe U possédant une bonne om-
patiation ne dépend pas du hoix de elle-i. Soient en eet j
1
: U ,! X
1
et j
2
: U ,! X
2
deux telles
ompatiations,  un point générique géométrique de U et V ! U un revêtement modéré de U relative-
ment à X
1
(i.e. le long de Y
1
= X
1
  U) ; on souhaite montrer qu'il est modéré le long de Y
2
= X
2
  U .
Soit Z une ompatiation de U dominant X
1
et X
2
(quitte à la normaliser, on peut supposer Z normal).
Soit x 2 Y
2
un point de odimension 1. Le shéma Z étant intègre, séparé, et propre sur X
2
, il résulte de
ÉGA ii 7.3.1 que Z 
X
2
Spe(O
X
2
;x
)! Spe(O
X
2
;x
) est un isomorphisme ('est un isomorphisme générique
sur un trait). Ainsi, il sut de montrer que V est modérément ramié relativement à Z, en les points de
odimension 1, 'est-à-dire que les p-Sylow des groupes d'inertie loale en es points agissent trivialement
sur L (V=U)

. Soit z un point géométrique de Z loalisé en un point maximal de Y = Z   U et notons x
1
son image dans X
1
. Il résulte du lemme d'Abhyankar et du théorème de pureté de Zariski-Nagata (le shéma
X
1
est régulier), que les p-Sylow du groupe 
1
(X
1
(x
1
)
X
1
U; ) agissent trivialement sur L (V=U)

. Comme
l'ation de 
1
(Z(z) 
Z
U; ) se fatorise par l'ation préédente, son p-Sylow agit trivialement. Le résultat
en déoule. (La démonstration qui préède est due à Mihel Raynaud.)
I.4.2 Théorème.  Soient k un orps séparablement los, (U; u) et (V; v) deux k-shémas pointés onnexes
ayant de bonnes ompatiations. Alors, le morphisme

t
1
(U 
k
V; u v)! 
t
1
(U; u) 
t
1
(V; v)
est un isomorphisme.
Le point lé est l'interprétation logarithmique que l'on peut donner du groupe fondamental modéré dans le
as d'une bonne ompatiation : 
t
1
(U
=X
; u) s'identie, d'après un théorème de K. Fujiwara et K. Kato [FK℄
(voir aussi [Ill02℄, 7.6), à 
log
1
(X; u), le groupe fondamental logarithmique du log-shéma X dont le shéma
sous-jaent est X, muni de la log-struture dénie par U (lo. it. 1.7)
(v)
. Ainsi, la formule à démontrer
devient l'analogue logarithmique de la formule de Künneth pour les shémas propres sur k démontrée par
A. Grothendiek dans [Gro71b℄, 1.7. La démonstration de lo. it. se reopie mot à mot à ondition de
vérier l'analogue de lo. it. 1.2 sur la fatorisation de Stein. C'est l'objet de la proposition suivante :
I.4.3 Proposition (I. Vidal).  Soient U ,! X et V ,! Y de bonnes ompatiations, et R ! P
déf
=
X
k
Y un revêtement Kummer-étale onnexe où X et Y sont munis des log-strutures dénies par le diviseur
à roisements normaux à l'inni. Soit R ! Y
0
! Y la fatorisation de Stein du morphisme (propre) sous-
jaent. Alors Y
0
=Y est étale au-dessus de V et modérément ramié le long de Y   V .
(v)
Dorénavant, nous notons en aratères usuels (e.g. S) les shémas, et sans sérif (e.g. S) les log-shémas, même si le ontexte
devrait permettre d'éviter les onfusions.
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Ainsi, par Fujiwara-Kato, on peut faire de Y
0
le shéma sous-jaent à un log-shéma fs Y
0
de telle sorte
que Y
0
! Y soit un revêtement Kummer-étale.
Démonstration.  Le morphisme R
V
= R
Y
V! V est propre et log-lisse. Les bres log-géométriques sont
don log-régulières, et en partiulier réduites, et s'identient aux bres géométriques ar la log-struture de
V est triviale. Finalement, R
V
! V est séparable et V
0
= Y
0

Y
V ! V , qui en est la fatorisation de Stein,
est étale. Il nous reste à montrer que l'extension orrespondante est modérée le long de D
V
= Y   V ; pour
ela, on peut remplaer Y par son hensélisé strit en un point générique de D
V
, noté S et que l'on munira
de la log-struture induite. On remplae aussi R ! P par une omposante onnexe de R 
Y
S, qui est un
revêtement onnexe de X
k
S.
Le shéma S
0
= Y
0

Y
S est ni sur S ; il est de plus onnexe (image d'un onnexe) et normal (ar R
S
,
noté maintenant R, l'est). C'est don un trait, ni et génériquement étale sur S. Soit S
t
l'extension modérée
maximale de S dans S
0
; on veut montrer que S
t
= S
0
. Le revêtement S
t
=S est modéré ; le trait S
t
, muni de la
log-struture naturelle, est don un revêtement Kummer-étale de S. Le morphisme R! S
t
est don log-lisse
et R! S
0
! S
t
en est la fatorisation de Stein. Supposons l'extension totalement sauvage S
0
=S
t
non triviale,
et montrons que R n'est pas onnexe. On peut don supposer S = S
t
dans la suite. Notons R
0
= R 
S
S
0
(produit omme log-shémas fs), et  (resp. 
0
) le point générique de S (resp. S
0
). Comme 
0



0
n'est
pas onnexe, la bre générique de R
0
ne l'est pas. Le log-shéma R
0
étant log-régulier (ar log-lisse sur S
0
log-régulier), R
0
est normal si bien que 
0
(R
0
) = 
0
(R
0

0
), l'ouvert R
0

0
étant dense dans R
0
. Finalement, on
voit que R
0
n'est pas onnexe ; il en est don de même de sa log-bre spéiale R
0
s
0
= R
s
0
. Cependant, R
s
0
! R
s
est un homéomorphisme universel de Kummer ar s
0
! s l'est, alors que R
s
est onnexe omme on le déduit
de la onnexité de R par la fatorisation de Stein. Absurde.
Cette proposition entraîne, omme dans [Gro71b℄ 1.3-1.4, l'exatitude de la suite

log
1
(X)! 
log
1
(X 
k
Y )! 
log
1
(Y )! 1;
dont on déduit la formule de Künneth (I.4.2), omme en I.3.8.
I.4.4 Remarque.  On peut aussi montrer que si est k un orps séparablement los, (U; u) un k-shéma
pointé onnexe ayant une bonne ompatiation, etK=k un sur-orps séparablement los de k, le morphisme
anonique 
t
1
(U 
k
K;u) ! 
t
1
(U; u) est un isomorphisme. Indiquons rapidement l'idée, due à O. Gabber.
Soit X une bonne ompatiation de U , et G un groupe ni. On a un morphisme anonique de topos
 : X
Két
! X
ét
, où X
Két
est le topos Kummer-étale assoié à la log-struture évidente sur X, dénie par
X   U . La remarque résulte du théorème de hangement de base propre pour les hamps ind-nis appliqué
au morphisme propre de shémas usuels X ! Spe(k) et aux hamps 

(Tors
Két
(G)) pour G variable.
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Appendie : théorème de hangement de base propre en ohomologie Kummer-étale non
abélienne.
On préise ii l'idée d'O. Gabber, énonée en I.4.4.
I.4.5. Soient X un log-shéma fs, S un shéma noethérien, X le shéma sous-jaent à X, et f : X ! S
un morphisme de shémas. Notons '
(X;f)
: X
Két
! S
ét
le morphisme de topos naturel. Pour alléger les
notations, on note "
X
le morphisme '
(X;Id)
: X
Két
! X
ét
, onsidéré dans [Ill02℄, 2.4. Pour tout morphisme
de shémas  : S
0
! S, notons f
S
0
: X
S
0
! S
0
le morphisme déduit de f par hangement de base, et X
S
0
le shéma X
S
0
muni de la log-struture (fs) image inverse de elle de X. Enn, pour tout groupe ni G, on
note Tors
Két
(X; G) le hamp des G-torseurs sur X muni de la topologie Kummer-étale. On dispose alors d'un
morphisme de hangement de base :
(I.4.5.a) 

ét
'
(X;f)

Tors
Két
(X; G)! '
(X
S
0
;f
S
0
)



Két
Tors
Két
(X; G)
assoié au diagramme essentiellement ommutatif de topos :
X
Két
'
(X;f)

X
S
0
Két

Kétoo
'
(X
S
0
;f
S
0
)

S
ét
S
0
ét

ét
oo
De plus, le fonteur naturel 

Két
Tors
Két
(X; G)! Tors
Két
(X
S
0
; G) est une équivalene (f. [Gir71℄, iii.2.1.5.7).
I.4.6 Théorème.  Si le morphisme f est propre, le fonteur I.4.5.a est une équivalene.
I.4.7 Corollaire.  Soient k un orps séparablement los, (U; u) un shéma géométriquement pointé ayant
une bonne ompatiation (f. I.4.1) et k
0
=k un sur-orps séparablement los. Le morphisme anonique

t
1
(U
k
0
; u)! 
t
1
(U; u) entre les groupes fondamentaux modérés est un isomorphisme.
Démonstration.  Soit X une ompatiation régulière de U telle que D = X   U soit un diviseur à
roisements normaux dans X. Soit X le log-shéma fs déni par D (f. [Ill02℄, 1.7). Le théorème préédent
implique que pour tout groupe ni G, H
1
(X
Két
; G) ! H
1
(X
k
0
Két
; G) est une bijetion i.e. 
log
1
(X
k
0
; u)

!

log
1
(X; u). La onlusion résulte de l'isomorphisme 
log
1
(X) ' 
t
1
(U) et de l'isomorphisme analogue sur
k
0
.
De même, on déduit de I.4.6 le orollaire :
I.4.8 Corollaire.  Soient S un shéma stritement loal de point fermé s, X un log-shéma fs onnexe
de shéma sous-jaent X propre sur S. Le morphisme 
log
1
(X
s
)! 
log
1
(X) est un isomorphisme.
I.4.9 Lemme.  Soient g : Y! X un morphisme strit de log-shémas fs, et G un groupe ni. Alors :
1. le hamp "
X

Tors
Két
(X; G) sur X
ét
est ind-ni,
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2. le fonteur de hangement de base
g

ét
"
X

Tors
Két
(X; G)! "
Y

g

Két
Tors
Két
(X; G)
assoié au diagramme de topos
X
Két
"
X

Y
Két
g
Két
oo
"
Y

X
ét
Y
ét
g
ét
oo
est une équivalene de atégories.
Démonstration de I.4.9.  1. Le faiseau en groupes 
1
("

Tors
Két
(X; G)) (pointé en un point quelonque)
est ni puisqu'il est isomorphe au faiseau étale onstant ni G

! "

G.
2. Soit y un point de Y
ét
, d'image x. Par passage aux bres, et ohérene des morphismes " de topos, il
s'agit de montrer que le fonteur Tors
Két
(X(x); G) ! Tors
Két
(Y (y); G) est une équivalene. Rappelons
([Ill02℄ 4.7 a,d) que si le shéma sous-jaent à un log-shéma fs S est stritement loal, et que S est muni
d'un log-point géométrique
~
s loalisé en un log-point fs s, le morphisme anonique 
log
1
(s;
~
s) ! 
log
1
(S;
~
s)
est un isomorphisme et le groupe d'inertie logarithmique 
log
1
(s;
~
s) est abélien d'ordre (proni) premier à
l'exposant aratéristique de (s). On est don ramené à prouver que H
1
Két
(X(x); G) ! H
1
Két
(Y (y); G) est
un isomorphisme dans le as où G est abélien ni d'ordre premier à p = exp:ar: (x). Finalement, on peut
supposer le groupe G isomorphe à  := Z=nZ, pour un entier n  1 premier à p, et X, Y stritement loaux.
Dans e as, on a d'après lo. it., 5.2  dont on reprend les notations  un isomorphisme
M
X
gp


Z
( 1)! R
1
"
X

;
et de même pour Y. La onlusion résulte alors de l'isomorphisme
(M
X
gp


Z
( 1))
x

! (M
Y
gp


Z
( 1))
y
;
qui provient du fait que le morphisme g est supposé strit.
Démonstration de I.4.6.  Notons g le morphisme de shéma X
S
0
! X. Le hamp "
X

Tors
Két
(X; G) est
ind-ni don, par le théorème de hangement de base propre pour les hamps étales, le fonteur


ét
f
ét

 
"
X

Tors
Két
(X; G)

! f
S
0
ét

 
g

ét
"
X

Tors
Két
(X; G)

est une équivalene. Pour onlure, on remarque que d'après I.4.9, le hamp g

ét
"
X

Tors
Két
(X; G) est équi-
valent au hamp "
X
S
0

Tors
Két
(X
S
0
; G) sur X
S
0
, joint au fait que '
(X;f)

' f
ét

"
X

.
CHAPITRE II
CONJECTURE DE BLOCH ET NOMBRES DE MILNOR
À paraître aux Annales de l'institut Fourier.
INTRODUCTION II-1
Introdution
II.0.1. Soient S = Spe(A) un trait hensélien à orps résiduel algébriquement los, de point fermé (resp.
générique) s (resp. ), X un S-shéma plat, séparé de type ni, purement de dimension relative n 2 N, et
lisse en dehors d'un unique point fermé x de la bre spéiale X
s
. On suppose de plus X régulier. Soit
(II.0.1.a) (X=S; x) = long
O
X;x
Ext
1
(

1
X=S
;O
X
)
x
;
le nombre de Milnor de X en x ([SGA 7 xvi 1.2℄).
Soient  un point géométrique loalisé en , et ` un nombre premier inversible dans O
S
; le omplexe
des yles évanesents sur X
s
, noté (F
`
), est onentré en x et à ohomologie onstrutible. Pour tout
F
`
-espae vetoriel de dimension nie M , muni d'une ation ontinue de 
1
(; ), on note dim totM l'entier
dim
F
`
(M) + Swan(M). Dans [SGA 7 xvi 1.9℄, P. Deligne fait la onjeture suivante :
II.0.2 Conjeture ( Deligne-Milnor ).  Sous les hypothèses préédentes, on a l'égalité :
(II.0.2.a) (X=S; x) = ( 1)
n
dim tot (F
`
)
x
:
Cette onjeture est démontrée dans lo. it. dans les trois as suivants :
 n = 0,
 X=S présente une singularité quadratique ordinaire en x,
 S est d'égale aratéristique.
II.0.3. Plus généralement, ette onjeture a un sens dès que (s) est parfait. Cependant, on ignore omment
dénir un seond membre sans ette hypothèse. Notons que, d'après [Ill00℄, (F
`
) est onentré en degré n,
de sorte que le seond membre de II.0.2.a est dim
F
`
(
n
(F
`
)
x
) + Swan(
n
(F
`
)
x
).
II.0.4. Soient S omme préédemment et X un S-shéma régulier, plat, séparé de type ni, purement de
dimension relative n, à bre générique lisse. Soit
Art(X=S) = dim tot R (X
s
;(F
`
));
le onduteur d'Artin. Si X=S est propre, le omplexe des yles prohes alule la ohomologie de la bre
générique géométrique, et l'on a
Art(X=S) = (X

)  (X
s
) + SwanR (X

;F
`
):
Dans [Blo87℄, S. Bloh dénit une lasse de Chern loalisée

n+1
X
X
s
(

1
X=S
) 2 CH
0
(X
s
);
et fait la onjeture suivante :
II.0.5 Conjeture (Bloh).  Supposons de plus X=S propre, on a :
(II.0.5.a) Art(X=S) = ( 1)
n
deg 
n+1
X
X
s
(

1
X=S
):
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Cette onjeture est démontrée par S. Bloh dans lo. it. pour n = 1, et par K. Kato et T. Saito si l'on
suppose que (X
s
)
réd
est un diviseur à roisement normaux ([KS01℄).
II.0.6. Dans [Ill72℄, L. Illusie dénit les dérivés du fonteur non additif 
n+1
. Si Z
X=S
 X
s
désigne le
lieu fermé de non lissité de f : X ! S, le omplexe L
n+1


1
X=S
appartient à D
b
Z
X=S
(X)
parf
. La struture de
shéma (non néessairement réduit) sur l'espae Z
X=S
est expliitée dans la setion suivante. D'après T. Saito
([Sai88℄, 2.3 et [Sai00℄, orretions), on a l'égalité
(II.0.6.a) deg 
n+1
X
X
s
(

1
X=S
) = (X; L
n+1


1
X=S
);
où  désigne le omposé K
X
s
(X)

! K(X
s
)
f
s
! K(s) = Z. Le terme de droite de II.0.6.a nous permet
de dénir le seond terme de II.0.5.a en supposant seulement que Z
X=S
est propre sur s et par là même
d'émettre la onjeture suivante :
II.0.7 Conjeture.  Soient S et X omme dans II.0.4. Supposons le lieu Z
X=S
de non lissité de X=S
propre sur s. On a :
Art(X=S) = ( 1)
n
(X; L
n+1


1
X=S
):
Nous verrons plus bas que 'est une généralisation ommune de II.0.2 et II.0.5, démontrée pour n = 1
dans l'appendie II.5. Le résultat prinipal de ette note est le théorème suivant :
II.0.8 Théorème.  La onjeture II.0.2 se déduit de la onjeture II.0.5.
On en tire le
II.0.9 Corollaire.  La formule de Deligne-Milnor est valable en dimension relative 1.
II.0.10. Nous vérierons dans la setion suivante que la onjeture II.0.2 est équivalente à la onje-
ture II.0.7 dans le as où Z
X=S
= fxg. En partiulier, II.0.2 est équivalent à II.0.5 si X=S est propre et
présente une unique singularité dans la bre spéiale. Il serait intéressant de généraliser l'énoné II.0.8 en
une démonstration de l'impliation II.0.5 ) II.0.7.
II.1. Nombre de Milnor et lasse de Bloh
Les hypothèses sont elles du II.0.4.
II.1.1. Desription loale du lieu singulier.  Loalement sur X pour la topologie de Zariski, il
existe un S-shéma lisse P de dimension relative n + 1 et une S-immersion régulière i : X ,! P (f. par
exemple [KS01℄, 1). Pour simplier l'ériture, nous notons enore X un tel ouvert. La suite exate en traits
pleins
(II.1.1.a) 0 9 9 KN
X=P
d
! i



1
P=S
! 

1
X=S
! 0
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est aussi exate à gauhe. En eet, le faiseau N
X=P
est loalement libre (de rang 1) par hypothèse et
l'exatitude à gauhe est valable en restrition à la bre générique X

, supposée lisse sur . L'image J
X
du
morphisme N
X=P


O
X
(i



1
P=S
)
_
! O
X
dénit un sous-shéma fermé
e : Z ,! X:
C'est l'idéal Jaobien J
n
X=S
(f. [SGA 7 vi 5℄) abstraitement déni omme l'idéal de Fitting Fitt
n
(

1
X=S
).
En partiulier, il est indépendant du hoix de P , e qui résulte aussi de II.1.1.d. De la suite exate II.1.1.a,
on déduit la suite exate :
(II.1.1.b) N
X=P


O
X
i



n
P=S
! i



n+1
P=S
! 

n+1
X=S
! 0:
Par tensorisation ave le faiseau (i



n+1
P=S
)
_
, loalement libre de rang 1, on en déduit une suite exate :
(II.1.1.) N
X=P


O
X
(i



1
P=S
)
_
d
_
! O
X
! 

n+1
X=S


O
X
(i



n+1
P=S
)
_
! 0:
Ainsi, on a un isomorphisme
(II.1.1.d) O
Z
= O
X
=J
X

! 

n+1
X=S


O
X
(i



n+1
P=S
)
_
;
II.1.2. Expression loale de T
1
X=S
= Ext
1
(

1
X=S
;O
X
).  Plaçons-nous dans un ouvert ane onvenable
de X, omme dans le paragraphe préédent. La résolution loalement libre de 

1
X=S
permet de aluler le
faiseau T
1
X=S
. En appliquant le fonteur Hom( ;O
X
) à II.1.1.a, on trouve la suite exate :
(i



1
P=S
)
_
! N
_
X=P
! Ext
1
(

1
X=S
;O
X
)! 0:
Tensorisant II.1.1. ave N
_
X=P
, on obtient un isomorphisme
T
1
X=S
= 

n+1
X=S


O
X
(i



n+1
P=S
)
_


O
X
N
_
X=P
(II.1.2.a)
= O
Z


O
X
N
_
X=P
:(II.1.2.b)
Ainsi, T
1
X=S
a pour support Z, don est de longueur nie sur O
X;x
si Z
réd
= fxg. En partiulier, si
P = A
n+1
S
, et 0 2 X = V (f) est une singularité isolée, on retrouve la dénition usuelle du nombre de Milnor
donnée dans [SGA 7 xvi 1℄ :
(f) = long
A
A[t
1
; : : : ; t
n+1
℄
(t
1
;:::;t
n+1
)
=
 
f;
f
t
1
; : : : ;
f
t
n+1

:
II.1.3. Complexes de Koszul et dérivés des puissanes extérieures. 
II.1.3.1. Rappels et notations.  Soient R un anneau loal régulier, r un entier, et u = (u
1
; : : : ; u
r
) : R
r
!
R une appliation R-linéaire. Notons e
1
; : : : ; e
r
la base anonique de R
r
et
Kos
x
(u) : [0! 
r
R
r
!    ! 
k+1
R
r
! 
k
R
r
!    ! R
r
u
! R! 0℄;
le omplexe de Koszul usuel, où R est plaé en degré 0 et 
k+1
R
r
! 
k
R
r
est donné par
x = e
i
1
^    ^ e
i
k+1
7! xxu =
k+1
X
j=1
( 1)
j 1
u(e
i
j
)e
i
1
^    ^e
i
j
^ e
i
k+1
:
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On a H
0
 
Kos
x
(u)

= R=u(R
r
), et le morphisme anonique Kos
x
(u) ! R=u(R
r
) est un isomorphisme si,
et seulement si, la suite u est régulière (omplètement séante dans la terminologie de Bourbaki [Bou80℄),
'est-à-dire long
R
 
R=u(R
r
)

< +1 si l'on suppose de plus r = dim R.
Dualement, pour tout morphisme v : R! R
r
, on a le omplexe
Kos
^
(v) : [0! R
v
! R
r
!    ! 
k
R
r
v^
! 
k+1
R
r
!    ! 
r
R
r
! 0℄;
où R est à nouveau plaé en degré 0.
Rappelons enn la dualité de Koszul (f. par exemple [Eis95℄, 17.15) : Kos
x
(u)
_

! Kos
^
(u
_
).
II.1.3.2. Soient R et r omme préédemment, et C
v
: [R
v
! R
r
℄ un objet de D
 
oh
(R) (la atégorie des
omplexes bornés supérieurement de R-modules dont les groupes de ohomologie sont de type ni), où R est
plaé en degré  1.
II.1.3.3 Lemme.  Ave les notations préédentes, on a un isomorphisme dans D
 
oh
(R) :
L
r
(C
v
) = Kos
^
(v)[r℄:
Démonstration.  D'après l'isomorphisme de Quillen (f. [Ill72℄, i.4.3.2), on a L
r
(C
v
) = L 
r
(C
v
[ 1℄)[r℄,
où   désigne le fonteur non additif  algèbre à puissanes divisées  (les tenseurs symétriques). Il est
démontré dans lo. it., viii.2.1.2.1 que si L = [R
a
! R
r
℄, ses omposantes étant plaées en degré 0 et 1, on
a L 
r
(L ) = Kos
^
(a). Le lemme en déoule.
On trouvera dans lo. it. des résultats plus généraux : as des omplexes à omposantes plates, et.
En partiulier, il résulte de la dualité de Koszul que le morphisme anonique L
r
C
v
! 
r
H
0
(C
v
) est un
isomorphisme si v est une suite régulière.
II.1.4. Globalisation. 
II.1.4.1. Sous les hypothèses de II.0.4, on a :
1. l'idéal Jaobien J
X
est l'annulateur du O
X
-module 

n+1
X=S
. Par la suite, nous noterons e : Z
X=S
=
V (Ann

n+1
X=S
) ,! X.
2. le morphisme anonique L
X=S
! 

1
X=S
, où L
X=S
est le omplexe otangent déni dans [Ill72℄, est un
isomorphisme (dans la atégorie dérivée adéquate).
3. on a un isomorphisme anonique
(II.1.4.a) T
1
X=S
= e

(e



n+1
X=S
)
_


O
X
det(

1
X=S
)
4. le morphisme anonique
(II.1.4.b) L
n+1


1
X=S
! 

n+1
X=S
est un isomorphisme si Z
X=S
est de dimension 0.
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Le premier énoné résulte de II.1.1.d. Le seond est bien onnu (f. [KS01℄, 1.5) et justie la dénition que
nous avons prise du faiseau T
1
X=S
dans le paragraphe préédent. L'isomorphisme II.1.4.a est une globalisation
de II.1.2.a, que nous laissons au leteur. (Voir [KM76℄ pour la dénition du déterminant d'un omplexe
parfait.) Rappelons ependant que loalement, ave les notations de II.1.1.a, on a det(

1
X=S
) = i



n+1
P=S


N
X=P
_
. Le dernier point résulte, par loalisation, des aluls loaux préédents : L
n+1


1
X=S
est aylique
hors du degré 0.
Dans le as omplexe, la relation entre nombre de Milnor d'une singularité isolée et les lasses de Chern
loalisées du faiseau des diérentielles relatives est bien onnu (f. [Ful98℄, 14.1.5).
II.1.4.2. Pour mémoire, signalons le résultat suivant. SoitL le faiseau H
 1
Le



1
X=S
onsidéré dans [KS01℄.
Sous les hypothèses de II.1.1, le omplexe Le



1
X=S
est (loalement) isomorphe au omplexe [e

N
X=P
0
!
(ie)



1
P=S
℄, si bien que L est (loalement) isomorphe à e

N
X=P
. Le faiseau inversible L
_
, loalement
isomorphe à e

N
_
X=P
, est globalement isomorphe à e

T
1
X=S
.
II.2. Compatiation
Le résultat prinipal est le suivant :
II.2.1 Proposition.  Sous les hypothèses de II.0.2, et si l'on suppose de plus S omplet, il existe un
S-shéma projetif et plat Y , purement de dimension relative n, lisse en dehors d'un unique point fermé y
de la bre spéiale Y
s
, tel que les hensélisés strits X
(x)
et Y
(y)
soient S-isomorphes.
La démonstration fait l'objet des paragraphes II.2.2 à II.2.7. Dans le as de la dimension relative 1, un
autre argument, dû à M. Raynaud, est donné dans l'appendie II.4.
II.2.2. Comme X est régulier et que toute S-immersion dans un S-shéma lisse est régulière, il existe un
entier r tel que (X;x) soit Zariski-loalement isomorphe à (V (f); 0), où f = (f
1
; : : : ; f
r
) est une suite régulière
de A[T
1
; : : : ; T
n+r
℄ = A[T℄ et f0g désigne l'origine de A
n+r
s
. On suppose désormais S omplet, X = V (f) et
x = 0. Notons m (resp.
^
m) l'idéal maximal en l'origine de A[T℄ (resp. du omplété A[[T℄℄) et
^
m
X
(resp. m
X
)
l'image de
^
m dans R
déf
=
[
O
X;x
(resp. l'idéal maximal de O
X;x
). Enn, supposons  = (X=S; x) > 0.
II.2.3 Lemme.  Sous les hypothèses de II.2.2, il existe un entier 
X;x
tel que pour toute suite g =
(g
1
; : : : ; g
r
) de A[T
1
; : : : ; T
n+r
℄, satisfaisant les r relations de ongruenes g
i
  f
i
2 m

X;x
, les deux shémas
stritement loaux V (g)
(0)
et X
(x)
soient S-isomorphes.
La démonstration se oupe en deux : une partie formelle (II.2.4), et une de desente aux hensélisés.
II.2.4 Lemme (Susane des jets).  Pour tout r-uplet d'éléments g 2 A[[T℄℄
r
, satisfaisant f   g 2
(
^
m
3
)
r
, il existe x = (x
1
; : : : ; x
n+r
) dans A[[T℄℄
n+r
, tel que x  T mod
^
m
2
et g(x) = 0 dans A[[T℄℄=(f). En
d'autres termes, il existe un A-isomorphisme tangent à l'identité : A[[T℄℄=(g)

! A[[T℄℄=(f), déni par t
i
7! x
i
.
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Notons f
0
l'appliation linéaire A[T℄
n+r
! A[T℄
r
, dénie par les dérivées partielles
f
i
T
j
. Par hypothèse, le
nombre de Milnor
 = long
R
R
r
=Im(f
0
R
)  1;
est ni (f. II.1.2), où f
0
R
désigne f
0


A[T℄
R. (De même, nous noterons g
R
l'image dans R
r
d'un g, mais
nous noterons t l'image des variables T dans R.) Ainsi, (
^
m

X
R)
r
 f
0
R
R
n+r
. On en déduit, pour tout  2 N,
l'inlusion de sous-R-modules de R
r
:
(
^
m
+
X
R)
r
 f
0
R
 
(
^
m

X
R)
n+r

(?

):
Remarquons que si g 2 A[[T℄℄
r
satisfait les ongruenes f
R
 g
R
2 (
^
m
+2
X
)
r
, l'inlusion (?
0
) est enore valable
ave g
0
R
à la plae de f
0
R
. Considérons g 2 A[[T℄℄
r
tel que g  f 2 (
^
m
3
)
r
omme dans l'énoné et tâhons de
vérier les onlusions de II.2.4. Soit " 2 R
n+r
; la formule de Taylor pour g, vu omme élément de R[[T℄℄
via le plongement A ,! R, s'érit :
g(t+ ") = g(t) + g
0
(t)  "+
 
termes quadratiques en "

:
Il s'agit d'une égalité dans R
r
. Remarquons que g(t) n'est autre que g
R
, de même que l'appliation linéraire
g
0
(t) orrespond à g
0
R
.
D'après (?
2
), on peut trouver "
[0℄
2 (
^
m
2
X
R)
n+r
tel que g
0
R
 "
[0℄
= f
R
  g
R
. Considérons ~"
[0℄
2 A[[T℄℄
n+r
un relèvement quelonque de "
[0℄
2 R
n+r
. Notons g
[0℄
2 A[[T℄℄ la série formelle g(T+ ~"
[0℄
).
La formule préédente montre qu'on a alors g(t+"
[0℄
)(= g
[0℄
(t)) = g
R
+
[1℄
, où 
[1℄
2 (
^
m
4
X
R)
n+r
. La nou-
velle série g
[0℄
satisfait don en partiulier les inlusions (?

), pour le même , ar on a (g g
[0℄
)
R
2 (
^
m
3
X
)
r

(
^
m
+2
X
)
r
. Par réurrene, on onstruit de prohe en prohe, une suite d'éléments "
[i℄
2 (
^
m
(2
i
+1)
X
R)
n+r
(et
leurs relèvements ~"
[i℄
), pour i  0, telle que
g
[i℄
R
déf
= g(t+ "
[0℄
+   + "
[i℄
)
 
= g
[i 1℄
(t+ "
[i℄
)

= f
R
+ 
[i+1℄
;
où 
[i+1℄
2 (
^
m
(2
i+1
+2)
X
R)
r
. L'anneau R étant omplet, on peut onsidérer
" =
1
X
i=0
"
[i℄
2
^
m
2
X
:
On a g(t+ ") = f(t) = 0. Don, si ~" 2 (
^
m
2
)
n+r
relève ", alors x = T+ ~" vérie les onditions de II.2.4.
Algébrisation.  Montrons que l'entier 
X;x
= 3 de II.2.4 onvient pour II.2.3. Soit
B = A[T
1
; : : : ; T
n+r
℄
m
hs
=(f
1
; : : : ; f
n
) =  (X
(x)
;O);
par hypothèse les équations g
1
=    = g
n
= 0 ont une solution dans
b
B. Comme B est l'hensélisé du loalisé
d'un shéma de type ni sur un trait omplet don exellent, on peut utiliser le théorème d'approximation
de M. Artin. Ainsi, il existe des x
i
, 1  i  n + r, ongrus aux T
i
modulo m
2
X
tels que g(x) = 0 dans B.
On peut don dénir un A-morphisme ' : A[T℄
m
hs
=(g) ! B, par T
i
7! x
i
. Le morphisme b' induit sur les
omplétés est un isomorphisme ; le morphisme ' est don étale et, nalement, un isomorphisme.
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II.2.5 Remarque.  On peut aussi, omme l'a remarqué le rapporteur, utiliser le lemme 2 p. 561 de [Elk73℄
pour démontrer diretement le lemme II.2.3.
II.2.6. Soient X;n, et 
X;x
=  omme préédemment. Le problème étant loal au voisinage de x sur X
pour la topologie de Zariski, on peut supposer qu'il existe un entier r et un S-module E

! O
n+r
S
tel que X
soit isomorphe à un sous-shéma fermé de V(E ), déni par un S-morphisme f : O
r
S
! S(E ), satisfaisant les
hypothèses de II.2.2. D'après II.2.3, on peut supposer que f est à valeur dans
S(E )

= O
S
     S

(E ):
Remarquons qu'il est important de ne pas hoisir immédiatement d'isomorphisme  (S;E )

! A
n+r
. Cela
simplie les aluls qui vont suivre ; je dois ette remarque à Lu Illusie.
Pour tout morphisme a : O
r
S
! S(E ), et pour tout entier i 2 N, notons a
[i℄
la omposante homogène de
degré i de a et a
[i℄
= a
[0℄
+   + a
[i℄
sa partie de degré inférieur à i. Posons
e
E = O
S
t
0
 E , et P
E
= P(
e
E ).
Si a est un morphisme O
r
S
! S(E )
+2
, notons
e
a = a
[+2℄
+ t
0
a
[+1℄
+   + t
+2
0
a
[0℄
. Enn, notons Y (a)=S
le Sshéma projetif V (
e
a) ,! P
E
, et y = (1; 0
E
) 2 (P
E
)
s
: 'est l'image de x par l'immersion omposée
X ,! V(E ) ,! P
E
. Remarquons qu'en vertu de II.2.3, si a : O
r
S
! S(E )
+2
a pour tronqué f , les
hensélisés strits Y (a)
(y)
et X
(x)
sont automatiquement S-isomorphes. On herhe a tel que Y (a) satisfasse
les autres onditions de II.2.1, 'est-à-dire les hypothèses de lissité et de dimension relative hors de y. Il sut
de les vérier en les points fermés de la bre spéiale (privée de y). En eet, si elles sont satisfaites en es
points, le shéma Y (a) sera régulier en tous les points fermés de Y (a)
s
. Comme le lieu reg(Y (a)) des points
réguliers est ouvert (f. [Gro69℄ iv.6.12.6), et ouvert ontient néessairement toute la bre spéiale et, par
propreté, on a l'égalité reg(Y (a)) = Y (a). De même, le morphisme Y (a)! S est aussi plat ar il est plat en
tous les points fermés de la bre spéiale et son lieu de platitude est ouvert (f. [Gro69℄ iv.11.1.1). La bre
générique est lisse : tout point y

de Y

est générisation d'un point y
s
de Y
s
. Si y
s
est diérent de y, la lissité
est évidente par hypothèse tandis que si y
s
= y ela résulte du fait que l'on a supposé Spe(O
X;x
)   fxg
essentiellement lisse sur S. Finalement, pour démontrer II.2.1, il nous sut de démontrer la proposition
suivante :
II.2.7 Proposition.  Il existe un morphisme a : O
r
S
! S(E )
+2
tel que a
[℄
= f et Y (a) ! S soit
lisse de dimension relative n en tous les points fermés de la bre spéiale diérents de y.
Considérons le Sshéma T = V
 
Hom(O
r
S
; S
+1
(E )S
+2
(E ))
_

, paramétrant les morphismes a : O
r
S
!
S(E )
+2
tels que a
[℄
= f . Au-dessus de T , on a la variété universelle Y ! P
E

S
T . La projetion
h : Y ! T admet une setion au-dessus de T
s
, qui orrespond à l'origine y, et que nous noterons don y.
Soit Z le fermé omplémentaire de l'ouvert où h est lisse de dimension relative n, muni par exemple de la
struture réduite. Pour onlure, il sut de démontrer le
II.2.8 Lemme.  Soit z 6= y un point fermé de P
E
s
, qui est dans l'image de la projetion Z ! P
E
. La
odimension de Z \ (z 
S
T ) dans T
s
vaut n+ r + 1.
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En eet, II.2.8 entraîne que la odimension de Z
s
dans (P
E

S
T )
s
est supérieure à n+r+1 = dim P
E
s
+1
en tout point qui n'est pas dans y(T
s
). Ainsi, les omposantes irrédutibles de Z
s
qui ne sont pas ontenues
dans y(T
s
) sont de dimension stritement inférieure à dim T
s
. L'union des images par h de es omposantes
est don un sous-shéma fermé I (ar h est propre) strit de T
s
. SoitM l'ouvert Z   y(T
s
) de Z . Les deux
inlusions h(M (k))  I (k) ( T (k) (on rappelle que k = (s) est supposé algébriquement los) entraînent
l'inlusion strite h(M (k)) ( T (k). Ainsi, si t est une setion de T sur S de rédution dans T (k) h(M (k)),
le shéma Y
t
! t

! S est lisse en tout point fermé de (Y
t
)
s
, exepté y, d'où la proposition II.2.7. Insistons
sur le fait que ela est a priori plus fort que la lissité de (Y
t
)
s
=s (hors y).
Démonstration de II.2.8.  Soit z omme dans l'énoné. On peut hoisir un isomorphisme
e
E

! O
S
t
0

    O
S
t
n+r
tel que z 2 (P
E
)
s

! P
n+r
s
(resp. y) soit de oordonnées (0; 0; : : : ; 0; 1) (resp. (1; 0; 0; : : : ; 0)).
Cela résulte du fait que z est supposé diérent de y. Le shéma T est S-isomorphe à un espae ane S[
(i;)
℄,
de dimension relative N
T
sur S, où i parourt l'ensemble f1; : : : ; rg et  l'ensemble des suites nies dans
N
n+r
de somme jj appartenant à f + 1;  + 2g. Le sous-shéma fermé Y de P
E

S
T est déni par
l'annulation des r équations :
t
+2
0
f
i
(
t
1
t
0
; : : : ;
t
n+r
t
0
)
| {z }
g
i
(t
0
;:::;t
n+r
)
+
X
jj2f+1;+2g

i;
t
+2 jj
0
t

1
1
   t

n+r
n+r
:
Soit ~z = (z;a) un point de Y au-dessus de z ; en son voisinage, Y est don T -isomorphe au sous-shéma
fermé de T [t
0
0
; t
0
1
;    ; t
0
n+r 1
℄

=
A
N
T
+n+r
S
, d'équations
e
a
i
= g
i
(t
0
0
; : : : ; t
0
n+r 1
; 1) +
X


i;
t
0
+2 jj
0
t
0

1
1
   t
0

n+r 1
n+r 1
 1

n+r
| {z }
m

(t
0
)
:
Il résulte de ette desription et du ritère Jaobien, que Z
s
, la bre spéiale du shéma Z , oïnide ave le
lieu où h
s
n'est pas lisse de dimension relative n, du moins au-dessus de l'ouvert ane S[t
0
0
; t
0
1
;    ; t
0
n+r 1
℄ de
P
E
ne ontenant pas y. On peut don faire notre alul de odimension en travaillant uniquement sur k = (s)
(et dans l'espae ane préédent). Pour haque i 2 f1; : : : ; rg, le seul monme m

(t
0
) qui ne soit pas nul
évalué en z est elui pour lequel  = (0; 0; : : : ; 0; +2)
déf
= . Comme le point ~z 2 A
N
T
+n+r
S
appartient à Y ,
sa seonde oordonnée a appartient au sous-espae ane L
z
de T
s
d'équations g
i
(0; 0; : : : ; 0; 1)+ 
i;
(a) = 0,
où i appartient à f1; : : : ; rg. Pour un tel indie i, alulons la dérivée partielle

e
a
i
t
0
0
en z dans es oordonnées.
Elle vaut :
g
i
t
0
0
n+r zéros
z }| {
(0; : : : ; 0)
| {z }

i;0
+
i;
(a);
où  2 N
n+r
est la suite (0; : : : ; 0; +1). En eet, pour que la dérivée partielle par rapport à t
0
0
du monme
t
0+2 jj
0
t
0
1
1
   t
0
n+r 1
n+r 1
soit non nulle évaluée en (0; : : : ; 0), il faut que 
1
=    = 
n+r 1
= 0 et jj = +1.
Pour  =  ette dérivée partielle vaut 1. Si maintenant j est un indie dans f1; : : : ; n + r   1g, on a de
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même :

e
a
i
t
0
j
(0; : : : ; 0) =
g
i
t
0
j
(0; : : : ; 0)
| {z }

i;j
+
i;(j)
(a);
où (j) 2 N
n+r
est dénie par (j)
j
= 1, (j)
u
= 0 pour u =2 fj; n + rg, et j(j)j =  + 2. On peut noter
qu'ave es onventions, on a l'égalité 
i;j
= 0 pour tous les ouples (i; j) onsidérés. Cela résulte du fait que
t
02
0
divise tous les g
i
. La ondition ~z = (z;a) 2 Z
z
est don dénie dans T
s
par l'intersetion du sous-espae
ane L
z
, de odimension r, et du sous-shéma fermé d'équations les mineurs r  r de la matrie
0
B
B
B
B


1;
   
r;

1;(1)
   
r;(1)
.
.
.
.
.
.
.
.
.

1;(n+r 1)
   
r;(n+r 1)
1
C
C
C
C
A
:
Comme les suites ; (i), i 2 f1; : : : ; n + r   1g sont distintes, le sous-shéma Min déni par l'annulation
de es mineurs est de odimension n+ 1 dans l'espae ane T
s
(f. par exemple [Art76℄). De plus omme
es suites sont diérentes de , l'intersetion de Min ave le sous-espae ane L
z
est transverse. Ainsi,
odim
T
s
(Z
z
) = r + (n+ 1), d'où le résultat.
II.3. Démonstration du théorème II.0.8
Commençons par remarquer que pour démontrer la onjeture II.0.2, on peut supposer S omplet. En
eet, d'après [SGA 4
1
2
Th. Finitude 3.7℄, le terme étale est invariant hangement de base
^
S ! S, où
^
S
désigne le omplété de S le long du point fermé. L'égalité des termes ohérents, (X=S; x) = (X
^
S
=
^
S; x),
résulte de l'isomorphisme O
Z
^
S
= O
Z
S


O
S
O
^
S
, dans les notations de II.1.2.a. Cei étant, on peut supposer
d'après II.2.1, queX=S est propre ar les deux termes de l'égalité à démontrer ne dépendent que de l'hensélisé
(strit) en x. D'un té on a, inonditionnellement,
(X; L
n+1


1
X=S
)
II.1.4
= (X;

n+1
X=S
)
II.1.2.a
= (X=S; x);
tandis que la onjeture de Bloh prédit que
(X; L
n+1


1
X=S
) = ( 1)
n
Art(X=S) = ( 1)
n
dim tot(F
`
):
Don II.0.5 implique II.0.2.
II.4. Appendie A : ompatiation en dimension relative 1
Voii l'argument de M. Raynaud qui permet de démontrer diretement II.2.1 dans le as des ourbes.
Supposons X=S ane (et S omplet). Notons Y = X
s
la bre spéiale. Comme 'est une ourbe, il existe
une ompatiation Y de Y , projetive, et lisse hors de x. Le s-shéma Y   fxg est ane et lisse don
(f. [SGA 1 iii 6.8℄) il existe un S-shéma formel ane et lisse T dont Y  fxg est la bre spéiale. L'ane
Y   fxg admet un unique relèvement formel U sur S. Il est naturellement muni d'immersions ouvertes
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U ,! T et U ,!
b
X, où
b
X désigne le omplété formel le long de la bre spéiale. On peut don reoller
T et
b
X le long de U : le shéma formel T
`
U
b
X est une déformation plate de Y , don propre sur S et
s'algébrise (f. [SGA 1 iii 7.2℄) en un shéma X
0
sur S propre et lisse hors de x sur S, qui est formellement,
don loalement pour la topologie étale (f. II.2.2), isomorphe à X en x.
Ce type d'argument est aussi utilisé dans [Lau81℄, et repris dans [KSS88℄ proposition 4.1.
II.5. Appendie B : démonstration de la onjeture II.0.7 en dimension relative 1
Reprenons les notations de II.0.4, en supposant de plus que n = dimX=S = 1. Posons Z = Z
X=S
réd
.
Utilisant à nouveau la méthode de l'annexe II.4, ave Z à la plae de fxg, on voit qu'il existe un shéma
X
0
, propre sur S, obtenu par algébrisation d'un shéma formel sur S, tel qu'on ait une immersion ouverte
b
X ,!

X
0
, induisant un isomorphisme entre les omplétés formels X
=Z
et X
0
=Z
le long de Z, ave l'hypothèse
supplémentaire que X
0
est lisse sur S hors de Z.
II.5.1 Lemme.  Sous les hypothèses préédentes, on a
dim tot R (X
s
;
X
(F
`
)) = dim totR (X
0
s
;
X
0
(F
`
)):
Démonstration.  En eet, on a R (X
s
;
X
(F
`
)) = R (Z;
X
(F
`
)
jZ
) ; idem pour X
0
. Or, d'après [Ber96℄
Theorem 3.1, les omplexes 
X
0
(F
`
)
jZ
et 
X
(F
`
)
jZ
sont isomorphes omme omplexes de F
`
faiseaux sur
Z munis d'une ation ontinue de 
1
(; ).
Il nous faut maintenant omparer les termes ohérents.
Soit I l'idéal de dénition de Z dans X. Notons i : X
=Z
! X le morphisme d'espaes annelés ano-
nique, et i
n
: Z
n
,! X l'immersion fermée d'idéal I
n+1
. Notons 

1
X
=Z
le O
X
=Z
module limite (projetive)
lim
n


1
(X
=Z
)
n
=S
; dans la suite, on identiera (X
=Z
)
n
et Z
n
. Pour haque n 2 N, on a un morphisme anonique
i

n


1
X=S
! 

1
Z
n
=S
. Par passage à la limite, on en déduit un morphisme lim
n
i

n


1
X=S
! 

1
X
=Z
, que l'on peut
omposer ave le morphisme anonique i



1
X=S
! lim
n
i

n


1
X=S
.
II.5.2 Lemme.  Le morphisme i



1
X=S
! 

1
X
=Z
déni préédemment est un isomorphisme.
Démonstration.  D'après [Gro69℄ i 10.8.8. (ii) le morphisme i



1
X=S
! lim
n
i

n


1
X=S
est un isomorphisme
ar 

1
X=S
est ohérent.
Érivons la suite exate assoiée à l'immersion fermée i
n
de S-shémas :
I
n+1
=(I
n+1
)
2
! i

n


1
X=S
! 

1
Z
n
=S
! 0
Le système projetif I
n
=(I
n
)
2
est essentiellement nul, don le morphisme (i

n


1
X=S
)
n
! (

1
Z
n
=S
)
n
est un
isomorphisme de pro-objets. Le morphisme lim
n
i

n


1
X=S
! 

1
X
=Z
est don également un isomorphisme.
Comparons maintenant les puissanes extérieures dérivées.
Par fontorialité des fonteurs dérivés à gauhe, on a un morphisme anonique
Li

L
2
(

1
X=S
)

! L
2
Li

(

1
X=S
)! L
2
i

(

1
X=S
):
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Il résulte de la platitude de i que le morphisme de fonteurs Li

! i

est un isomorphisme si bien que le
morphisme préédent se réérit, ompte tenu du lemme préédent, sous la forme :
(II.5.2.a) i

L
2


1
X=S

! L
2


1
X
=Z
:
II.5.3 Lemme.  Pour tout omplexe K 2 D
b
oh
(X), à support dans Z, le morphisme anonique R (X;K )!
R (X
=Z
; i

K ) est un isomorphisme.
Démonstration.  Il résulte de [Gro69℄ iii 5.1.2, que le morphisme R (X;K ) ! R (
b
X; i

X
K ) est un
isomorphisme, où i
X
:
b
X ! X désigne le morphisme anonique. Notons k l'immersion fermée de shémas
formels : X
=Z
k
,!
b
X . Comme dans le as non formel, les fonteurs dérivés R
j
k

évalués en un faiseau ohérent
sont nuls pour j > 0 : ela résulte de la desription du fonteur k

dans le as où X, et don
b
X, sont anes
(as auquel on peut se ramener). Le omplexe i

X
K =:

K étant à support dans X
=Z
, la èhe d'adjontion

K ! k

k


K = k

i

K est un isomorphisme. Le résultat en déoule.
Finalement, on a la haîne d'égalités suivante :
(X; L
2


1
X=S
)
déf
=
X
i
( 1)
i
long
A
R (X; L
i

2


1
X=S
) (somme nie ar L
2


1
X=S
2 D
[ 2;0℄
parf
(X))
= long
A
R (X
=Z
; i

L
2


1
X=S
) (d'après II.5.3)
= long
A
R (X
=Z
; L
2


1
X
=Z
) (d'après II.5.2.a)
déf
= (X
=Z
; L
2


1
X
=Z
):
De même pour X
0
. Comme, par hypothèse, X
=Z

! X
0
=Z
, on a le résultat souhaité grâe au théorème de
Bloh (II.0.5, en dimension 1).
CHAPITRE III
MOTIFS DE DIMENSION INFÉRIEURE À 1, D'APRÈS
V. VOEVODSKY
III.1. RAPPELS SUR LA CATÉGORIE TRIANGULÉE DES MOTIFS GÉOMÉTRIQUES III-1
Introdution
Dans [Voe00℄, Vladimir Voevodsky dénit, pour tout orps k, deux atégories triangulées, notées DM
e
gm
(k)
et DM
e
 
(k). Il onstruit un fonteur [℄ de la atégorie des k-shémas algébriques lisses vers DM
e
gm
(k) et, pour
k parfait, un fonteur pleinement dèle i : DM
e
gm
(k) ,! DM
e
 
(k). On pourrait espérer munir DM
e
gm
(k) d'une
tstruture dont le oeur serait la atégorie des motifs mixtes sur k, dont l'existene avait été onjeturée
par Alexandre Grothendiek. Cela n'est en général pas possible à moins peut-être de se restreindre aux
oeients rationnels (f. lo. it. 4.3.8). D'un autre té, Pierre Deligne dénit dans [Del74℄ la atégorie
additive des 1motifs sur un orps. Après tensorisation par Q, elle devient abélienne et est appelée atégorie
des 1isomotifs sur k ; on la note 1  isomot(k). L'objet de es notes est de onstruire un fonteur
D
b
(1   isomot(k))! DM
e
gm
(k)
Q;
de montrer qu'il induit une équivalene de atégories entre D
b
(1   isomot(k)) et la sous-atégorie épaisse
stritement pleine de DM
e
gm
(k) 
Q engendrée par les motifs [X℄, où X est un k-shéma algébrique lisse de
dimension inférieure à 1. On note d
1
DM
e
gm
(k)
Q
ette sous-atégorie pleine de DM
e
gm
(k)
Q
. Le plan de es notes
est le suivant. On ommene par rappeler les dénitions de Voevodsky, et en partiulier elles des atégories
triangulées d
i
DM
e
gm
(k) (resp. d
i
DM
e
 
(k)) pour tout entier i 2 N ainsi que le fonteur i, faisant intervenir
un omplexe dit de Suslin. Dans la partie suivante, on montre que la atégorie dérivée des motifs d'Artin à
oeients rationnels est anoniquement équivalente à d
0
DM
e
gm
(k)
Q
. L'analogue à oeients entiers ainsi
qu'une desription de d
0
DM
e
 
(k) seront également onsidérés. Enn on démontre dans une dernière partie
l'équivalene annonée, après avoir rappelé les aluls fondamentaux de l'homologie du omplexe des haînes
singulières, dus à Andreï Suslin et V. Voevodsky [SV96℄. La présentation donnée ii en est légèrement
diérente dans la mesure où l'on se ontente du seul alul de l'homologie de G
m
.
III.1. Rappels sur la atégorie triangulée des motifs géométriques
Soit k un orps et  = Spe(k). On note L () la atégorie des -shémas algébriques lisses. Si X et
Y sont deux objets de ette atégorie, on note (X;Y ) le groupe abélien librement engendré par les sous-
shémas fermés intègres de X 

Y qui sont nis sur X et surjetifs sur une des omposantes onnexes de
X. De telles orrespondanes se omposent (f. [Voe00℄, 2.1) e qui nous permet de dénir une atégorie
additive LCorr() ayant pour objets les mêmes que eux de L () et pour morphismes entre X et Y les
orrespondanes préédentes. En partiulier, on a un fonteur ovariant
[℄ : L ()! LCorr()
donné sur les morphismes par le graphe. (Dans sa onstrution de motifs de Chow, A. Grothendiek prend la
onvention opposée et obtient un fonteur ontravariant de la atégorie des -shémas projetifs et lisses vers
Chow().) La somme direte dans LCorr() est donnée sur les objets par la somme disjointe des shémas.
La atégorie des motifs géométriques eetifs
DM
e
gm
()
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s'obtient à partir de la atégorie additive K
b
(LCorr()) par loalisation puis passage à l'enveloppe pseudo-
abélienne (ou Karoubienne). La loalisation s'eetue en divisant par la sous-atégorie épaisse ([Nee01℄,
2.1.6) T engendrée par les omplexes [A
1
X
℄! [X℄ et les [U \ V ℄! [U ℄ [V ℄! [X℄ pour X la réunion des
ouverts U et V . Après passage à l'enveloppe pseudo-abélienne (de sorte que tout projeteur orrespond à
une déomposition en somme direte), 'est enore naturellement une atégorie triangulée, f. [BS01℄.
Il est ommode d'introduire la atégorie DM
e
 
() des omplexes motiviques eetifs ; elle a entre autres
avantages elui de posséder ertains Hom internes
(i)
. Un préfaiseau (abélien) ave transferts est un fonteur
additif ontravariant sur LCorr() à valeur dans la atégorie des groupes abéliens. Il est dit de Nisnevih
si 'est un faiseau pour la topologie de Nisnevih. Rappelons que si X est un shéma hensélien, le topos
X
Nis
assoié est loal. Les préfaiseaux représentables sur LCorr() sont des faiseaux de Nisnevih et
tautologiquement munis de transferts. Un préfaiseau ave transferts F est dit invariant par homotopie si
pour tout X 2 Ob LCorr(), le morphisme F (X)! F (A
1
X
) induit par la projetion est un isomorphisme.
Notons NisTrans() la atégorie abélienne des faiseaux de Nisnevih ave transferts. La atégorie
DM
e
 
()
est la sous-atégorie pleine de D
 
(NisTrans()) onstituée des omplexes à ohomologie invariante par ho-
motopie.
Rappelons maintenant la dénition, due à A. Suslin, du omplexe des haînes singulières assoié à un
faiseau de Nisnevih ave transferts F . Soit 

l'objet osimpliial standard dans L () et notons C

(F )
le omplexe de faiseaux abéliens assoié à l'objet simpliial T 7! C
n
(F )(T ) := F (T 


n
), ave la
onvention lassique C
i
= C
 i
. On note h
i
(F ) le faiseau de Nisnevih ave transferts H
 i
(C

(F )) ; il
est automatiquement invariant par homotopie (f. lo. it. 3.2.1). Par omposition ave le fonteur om-
plexe simple assoié, on en déduit un fonteur K
 
(NisTrans())
sC

! D
 
(NisTrans()), qui se fatorise en
K
 
(NisTrans())
C
! DM
e
 
() ,! D
 
(NisTrans()). De plus, la atégorie triangulée K
 
(NisTrans()) reçoit
naturellement la atégorie K
b
(LCorr()) en assoiant à un omplexe d'objets de LCorr(), le omplexe de
faiseaux de Nisnevih ave transferts qu'ils représentent :
 
   ! X
i 1
! X
i
! X
i+1
!   

7!
 
   ! ( ;X
i 1
)! ( ;X
i
)! ( ;X
i+1
)!   

:
Finalement, on a un diagramme ommutatif :
K
b
(LCorr())
((QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
QQ
Q

//
K
 
(NisTrans())
C

DM
e
gm
()
i //
DM
e
 
()
Si k est parfait, on montre (lo. it. 3.2.6) que la èhe diagonale se fatorise par un fonteur i qui est
pleinement dèle. De plus, i est d'image dense, en e sens que la atégorie loalisante (f. infra) engendrée
par l'image est DM
e
 
() tout entier.
(i)
Nous renvoyons le leteur à [Voe00℄,  3.2 pour la dénition de la struture tensorielle sur DM
e
 
().
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Convention : dorénavant,  est le spetre d'un orps parfait.
Soit i 2 N un entier. Notons LCorr
i
() la sous-atégorie pleine de LCorr() dont les objets sont les
-shémas algébriques lisses de dimension inférieure à i. On note d
i
DM
e
gm
() (resp. d
i
DM
e
 
()) la sous-
atégorie épaisse ([Nee01℄, 2.1.6) (resp. loalisante, lo. it. 3.2.6) stritement pleine de DM
e
gm
() (resp.
DM
e
 
()) engendrée par objets [X℄ (resp. les omplexes C

([X℄), [X℄ étant le faiseau de Nisnevih ave
transferts représenté par X) où X 2 Ob LCorr
i
().
III.2. Motifs de dimension nulle
Notons  = Spe(k),  le spetre d'une lture séparable quelonque de k et  le groupe de Galois 
1
(; ).
Rappelons ([SGA 4 viii 2.1℄) que le fonteur X  X(), de la atégorie des -shémas étales vers la atégorie
des ensembles disrets sur lesquels  agit ontinûment est une équivalene de atégories. Un quasi-inverse est
donné par E  SpeHom
 ens
(E; ()). Le shéma X est onnexe ssi X() est transitif. Notons Perm
Z
(),
ou bien Perm() s'il n'y a pas d'ambiguïté, la atégorie sous-atégorie pleine de Mod(Z[℄) dont les objets
sont les Z[℄-modules de permutation, 'est-à-dire les modules de la forme Z[E℄, où E est un -ensemble ni
ontinu. Il résulte du rappel préédent que le fonteur naturel des -shémas étales de type ni vers Perm()
est dèle. Montrons qu'il s'étend en un fonteurLCorr
0
()! Perm(). Soient X etX
0
deux -shémas étales
nis. Une orrespondane intègre Z 2 (X;X
0
) est un sous-shéma intègre de X

X
0
; il est néessairement
étale sur  et s'identie à une omposante onnexe de X 

X
0
'est-à-dire, par la théorie de Galois, à une
-orbite de X()  X
0
(). À Z on assoie don une appliation -équivariante 
Z
: X()  X
0
() ! Z,
sa fontion aratéristique, dont on déduit un morphisme Z[℄-modules '
Z
: Z[X()℄ ! Z[X
0
()℄. Si Z
n'est plus supposé onnexe mais s'érit Z =
P
n
i
Z
i
, ave Z
i
intègre pour tout i, on pose '
Z
=
P
n
i
'
Z
i
.
Réiproquement, tout tel morphisme dans Perm() s'obtient ainsi ; on a don démontré la proposition :
III.2.1 Proposition.  Le fonteur additif LCorr
0
()! Perm() ainsi onstruit est une équivalene de
atégories.
L'inlusion LCorr
0
() ,! LCorr() induit un fonteur K
b
(LCorr
0
())! K
b
(LCorr())=T , qui se fato-
rise à travers d
0
K
b
(LCorr())=T , dénie de manière analogue à d
0
DM
e
gm
() mais sans passage à l'enveloppe
pseudo-abélienne.
III.2.2 Théorème.  Le fonteur K
b
(LCorr
0
())! d
0
K
b
(LCorr())
=T
est une équivalene de atégories
triangulées.
Par passage à l'enveloppe pseudo-abélienne, notée ave un indie
psab
, il résulte de III.2.1 et III.2.2 que
l'on a une équivalene de atégories :
K
b
(Perm())
psab
! d
0
DM
e
gm
():
Démonstration du théorème III.2.2.  Il s'agit de montrer que siA etB sont deux omplexes de K
b
(LCorr()),
onstitués de shémas de dimension 0, le morphisme Hom
K
b
(LCorr())
(A;B)! Hom
K
b
(LCorr())=T
(A;B) est
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un isomorphisme. Par dénition des morphismes dans une atégorie loalisée, et puisqu'on a alul des
frations, on a :
Hom
K
b
(LCorr())=T
(A;B) = olimHom
K
b
(LCorr())
(A
0
; B);
où la olimite est relative aux èhes A
0
! A dont le ne est dans T . Par dévissage, on peut supposer que
B est onentré en un seul degré : B = [
0
℄[i℄, où 
0
= est ni étale et i 2 Z. On se ramène don à prouver
le lemme suivant :
III.2.3 Lemme.  Pour tout objet T 2 Ob T , tout -shéma ni étale 
0
et tout entier i 2 Z, on a
Hom
K
b
(LCorr())
(T; [
0
℄[i℄) = 0.
Démonstration de III.2.3.  Par dévissage, on peut supposer que T de la forme [A
1
X
℄! [X℄ (as a.) (resp.
[U \V ℄! [U ℄ [V ℄! [X℄ (as b.)) ave [A
1
X
℄ (resp. [U ℄ [V ℄) plaé en degré 0 et X un -shéma algébrique
lisse.
Cas a. Traitons d'abord le as où i = 0. Il faut montrer que si f : A
1
X
! 
0
est un morphisme deLCorr(),
il existe un morphisme g : X ! 
0
tel que le diagramme :
0
//

[A
1
X
℄
//
f

[X℄
g|| 
//
0

0
//
[
0
℄
//
0
//
0
soit ommutatif, de sorte que le morphisme de omplexes T ! [
0
℄[0℄ soit homotope au morphisme nul. Le
shéma 
0
est de dimension 0 don pour tout -shéma algébrique lisse Y ,
H
0
(Y

0
;Z)

! (Y; 
0
):
Il s'agit don de montrer que le morphisme anonique H
0
(X

0
;Z) ! H
0
(A
1
X

0
;Z) est surjetif. C'est même
un isomorphisme, ompte tenu de l'invariane par homotopie du 
0
, qui traduit le fait élémentaire que si A
est un anneau sans idempotent non trivial, il en est de même de A[x℄, où x est une indéterminée. Le as où
i = 1 se traite de même ; les autres as sont triviaux.
Cas b. Soit U; V un reouvrement ouvert de X. Traitons d'abord le as i = 0. On doit montrer que pour
tout morphisme f : [U
`
V ℄ = [U ℄  [V ℄ ! [
0
℄ dans LCorr(), il existe un morphisme g : [X℄ ! [
0
℄ qui
rend ommutatif le diagramme :
0
//

[U \ V ℄

//
[U ℄ [V ℄
//
f

X
g
{{ 
//
0

0
//
0
//
[
0
℄
//
0
//
0
:
Cela revient à montrer que l'injetion naturelle
Im(Z(X

0
)! Z(U

0
a
V

0
)) ,! Ker(Z(U

0
a
V

0
)! Z(U

0
\ V

0
))
est un isomorphisme. Cela résulte du fait que le diagramme Z(X

0
)! Z(X
0

0
) Z(X
0

0

X

0
X
0

0
) est exat,
où l'on a posé X
0
= U
`
V , ompte tenu du fait que X
0

X
X
0

! X
0
`
(U \V ) (de même après hangement
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de base à 
0
). Les as i 2 f 1; 1g ne présentent guère plus de diulté tandis que pour jij > 1, le résultat
est évident. Cela onlut la démonstration du lemme et du théorème.
Voyons maintenant une variante à oeients rationnels. Soit Rep
f;ont
Q
() la atégorie des Q[℄modules
ontinus de dimension nie sur Q, il résulte du lemme de Mashke qu'elle est abélienne semi-simple. En
partiulier, les fonteurs
K
b
(Rep
f;ont
Q
())
psab
 K
b
(Rep
f;ont
Q
())! D
b
(Rep
f;ont
Q
())
sont des équivalenes de atégories. Ces atégories sont aussi équivalentes à la atégorie Q[℄-mod.-Z-gradués
des Q[℄modules ontinus de dimension nie, Z-gradués. Notons Perm
Q
() la atégorie des représentations
de permutation à oeients rationnels.
III.2.4 Lemme.  Le fonteur
K
b
(Perm
Q
())
psab
! K
b
(Rep
f;ont
Q
())
psab
' Q[℄-mod.-Z-gradués
déduit du fonteur pleinement dèle Perm
Q
()! Rep
f;ont
Q
() est une équivalene de atégories.
On retrouve don les motifs d'Artin, dénis par A. Grothendiek.
Démonstration.  La pleine délité du fonteur est évidente. Soit M une représentation (ontinue, de di-
mension nie) quelonque de  et montrons qu'elle est dans l'image essentielle de e fonteur. On peut
supposer M irrédutible. Soit G un quotient ni à travers lequel l'ation de  sur M se fatorise. Il est
bien onnu qu'en aratéristique 0, toute représentation irrédutible d'un groupe ni est fateur diret de la
représentation régulière. La représentation M oïnide don ave l'image d'un idempotent p : Q[G℄! Q[G℄
de Perm
Q
(). Le résultat en déoule puisque, par dénition, K
b
(Perm
Q
())
psab
est pseudo-abélienne.
III.2.5 Remarque.  Insistons sur le fait qu'il est néessaire de se restreindre aux représentations de
dimension nie ontinues de  (adjetif oublié dans [Voe00℄, p. 217). En eet, il est faile de onstruire,
par exemple, des morphismes non ontinus Z
p
! GL
n
(Q) pour tout n > 1. De même la semi-simpliité
deviendrait fausse si l'on onsidérait les représentations `-adiques de dimension nie ontinues.
Le lemme préédent s'interprète plus suggestivement omme un isomorphisme :
d
0
DM
e
gm
()
Q
' Q[℄-mod.-Z-gradués:
Avant d'énoner le théorème de omparaison pour d
0
DM
e
 
(), ommençons par un lemme :
III.2.6 Lemme.  Pour tout faiseau F invariant par homotopie, le morphisme C
0
(F )! C

(F ) est un
quasi-isomorphisme. En partiulier, si p : X !  un -shéma algébrique étale, le morphisme de omplexes
C

([X℄) C
0
([X℄) w p

Z =: Z
X=
est un quasi-isomorphisme.
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Démonstration.  Comme F est invariant par homotopie, le omplexe C

(F ) est isomorphe au omplexe :
 
  
0
! F
Id
! F
0
! F ! 0! 0!   

;
où le dernier F est plaé en degré 0. Le résultat annoné en déoule. Le as partiulier résulte de l'invariane
par homotopie de ( ;X) = Z
X=
.
En partiulier, pour deux -shémas étale nis X et Y , le morphisme induit par le fonteur H
0
,
Hom
DM
e
 
()
(C

([X℄); C

([Y ℄)) Hom
DM
e
 
()
(Z
X=
;Z
Y=
)
III.2.1
' (X;Y )
est un isomorphisme.
Pour toute atégorie additive C, notons F (C) la atégorie de fonteurs additifs ontravariants de C dans
la atégorie des groupes abéliens. Le fonteur Perm() ! F (Perm()), qui à X assoie h
X
= Hom( ;X),
est pleinement dèle et tombe tautologiquement dans la sous-atégorie pleine P des objets projetifs de
F (Perm()). Ainsi, son extension en un fonteur K
b
(Perm()) ! D
b
(F (Perm()) est enore pleinement
dèle.
III.2.7 Lemme.  L'image du fonteur omposé K
b
(Perm())! D
 
(F (Perm()) est dense.
Démonstration.  Commençons par remarquer que la atégorie F (Perm()) a susamment d'objets pro-
jetifs. En eet tout faiseau G est anoniquement quotient de
L
(X;)
h
X
! G , où X dérit les objets
de Perm() et  2 G (X) = Hom(h
X
;G ). De plus toute somme direte d'objets projetifs est un ob-
jet projetif. Ainsi, le fonteur anonique K
 
(P) ! D
 
(F (Perm()) est une équivalene. Le fonteur
K
b
(Perm())! D
 
(F (Perm())

 K
 
(P) se fatorise à travers K
b
(Perm())! K
b
(P), trivialement d'image
dense. Il reste don à montrer que la sous-atégorie K
b
(P) de K
 
(P) est dense, e qui est un fait général.
Soit K un objet de K
 
(P) et notons, pour haque i 2 Z, 
i
K le tronqué naïf : (
i
K)

= K

si   i et
0 sinon. Les morphismes anoniques 
i
K ! K s'additionnent pour donner un morphisme
K
0
:= 
i2Z

i
K ! K:
Pour haque  2 Z, on a un diagramme ommutatif :
K
0
= 
i
K

somme //

i
d

0

K

d


K
0+1
= 
i+1
K
+1
somme //
K
+1
Pour haque i 2 Z, on a un morphisme anonique 
i+1
K ! 
i
K. Cependant, dénissons un autre
morphisme f : K
00
:= 
i2Z

i+1
K ! 
i2Z

i
K = K
0
. En degré ,
f

: K
00
= 
i 1
K

! 
i
K

= K
0
;
est donné par
f

((   ; x
 1
)) = (   ; x
 1
; 
X
i 1
x
i
):
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On a une suite exate :
0! K
00
f
! K
0
! K ! 0;
sindée degré à degré. Comme K
00
et K
0
appartiennent à l'adhérene de l'image de K
b
(P) dans K
 
(P), ela
ahève la démonstration du lemme.
Le fonteur de restrition r

: NisTrans() ! F (LCorr
0
()) ' F (Perm()) admet un adjoint à gauhe
r

: tout objet de F (LCorr
0
()) est anoniquement olimite de préfaiseaux représentables ; ette olimite,
vue dans NisTrans(), donne l'adjoint herhé. Son image est onstituée de faiseaux invariants par homo-
topie. Ce fonteur r

permet d'en dénir un seond : D
 
(F (Perm())) ! DM
e
 
(), qui se fatorise par
d
0
DM
e
 
().
III.2.8 Proposition.  Le fonteur  : D
 
(F (Perm()))! d
0
DM
e
 
() ainsi onstruit est une équivalene
de atégories triangulées.
Démonstration.  Compte tenu de [Lev98℄, ii.2.4.8.1 et 2.4.9, la atégorie triangulée D
b
(F (Perm()) est
pseudo-abélienne. (Cela résulte de l'existene de oproduits dénombrables d'un même objet, f. lo. it.)
Ainsi, le fonteur pleinement dèle K
b
(Perm()) ! D
 
(F (Perm()) se fatorise à travers K
b
(Perm())
psab
.
Le fonteur  s'insrit dans un diagramme essentiellement ommutatif :
K
b
(LCorr
0
())
psab
//

D
 
(F (L Corr
0
()))


d
0
DM
e
gm
()
d
0
i //
d
0
DM
e
 
();
où l'on a identié LCorr
0
() et Perm(). La ommutativité du diagramme résulte de III.2.6. En eet,
pour tout -shéma ni étale X, le omplexe [X℄ 2 Ob K
b
(LCorr
0
())
psab
est envoyé sur ( ;X)[0℄ ' Z
X=
par le triangle supérieur tandis qu'il est envoyé sur C

([X℄) par le triangle inférieur. Il résulte de III.2.2 que
la première èhe vertiale est une équivalene. Comme les fonteurs horizontaux sont d'image dense (f. 1
et III.2.7),  est aussi une équivalene de atégories.
Cela permet de munir d
0
DM
e
 
() d'une tstruture non dégénérée, de oeur F (Perm()).
III.3. Motifs de dimension  1
III.3.1. Calul de l'homologie du omplexe des haînes singulières de G
m
et des ourbes
propres. 
III.3.1.1 Lemme.  Soit X un shéma noethérien régulier. Les morphismes G
m
(X) ! G
m
(A
1
X
) et
Pi(X)! Pi(A
1
X
) assoiés à la projetion p : A
1
X
! X sont des isomorphismes.
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Démonstration.  Pour tout anneau A réduit, l'inlusion A

! (A[x℄)

est un isomorphisme ; l'invariane
par homotopie de G
m
restreint aux shémas réguliers en résulte. La suite spetrale de Leray pour le mor-
phisme p (pour la topologie étale par exemple), ainsi que l'isomorphisme G
m

! p

G
m
, nous ramènent à
montrer que R
1
ét
p

G
m
= f1g est trivial. Le morphisme p étant ohérent, il s'agit par passage aux bres, de
vérier que si X
0
est loal régulier, don fatoriel (f. [Gro69℄ iv 21.11.1), Pi(A
1
X
0
) = 0. Cela résulte du fait
que A
1
X
0
est lui aussi fatoriel et que le groupe de Piard d'un tel shéma est trivial (lo. it. 21.6.10).
De plus es faiseaux (pour la topologie de Nisnevih) sont anoniquement munis de transferts :
III.3.1.2 Lemme.  Soit G un -shéma en groupes abéliens. Le faiseau de Nisnevih G qu'il représente
sur L () peut être muni anoniquement de transferts.
Démonstration.  Soient X;Y 2 Ob L () supposés onnexes et Z ,! X

Y un sous-shéma fermé intègre
de degré ni d sur X. À un tel sous-shéma orrespond un morphisme de shémas f
Z
: X ! Y
(d)
, où Y
(d)
désigne le produit symétrique d-ième de Y sur  (le shéma Y est quasi-projetif). Soit maintenant x 2 G (Y ),
vu omme morphisme de -shémas : x : Y ! G. La èhe en pointillés du diagramme suivant est l'élément
de G (X) reherhé.
G
G
//
G
(d)
somme
OO
Y
x
OO
//
Y
(d)
x
(d)
OO
X
f
Z
OO
ZZ
On étend ensuite par additivité ette dénition aux orrespondanes quelonques et aux shémas X et Y
non néessairement onnexes.
III.3.1.3. L'homologie de G
m
. Par fontorialité, le morphisme de shémas G
m
!  induit un morphisme
de faiseaux représentables : ( ;G
m
) ! ( ; ) = Z. Construisons un morphisme ( ;G
m
) ! G
m
. Soit
T un shéma algébrique lisse et Z 2 (T;G
m
) ; on veut dénir un élément de G
m
(T ). En omposant
Z ,! T 

G
m
ave la projetion sur G
m
, on dénit un élément f 2 G
m
(Z). Sa norme par le morphisme ni
Z ! T est un élément de K

T
(l'anneau total des frations) ; omme le shéma T est normal, 'est même un
élément deG
m
(T ). On a onstruit un morphisme de faiseaux Nisnevih ave transferts ( ;G
m
)! G
m
Z.
CommeG
m
Z est invariant par homotopie, G
m
Z! C

(G
m
Z) est un quasi-isomorphisme. Finalement,
par appliation du fonteur C

, on obtient un morphisme de DM
e
 
() :
' : C

([G
m
℄)! (G
m
Z)[0℄:
On a le résultat fondamental suivant :
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III.3.1.4 Proposition (f. [SV96℄, 3.1).  Le morphisme ' est un quasi-isomorphisme.
La setion unité 
1
! G
m
induit un morphisme C

([G
m
℄)! C

([℄) ; notons Z(1) son onoyau, déalé de
 1. D'après la proposition préédente, on a
Z(1)

! G
m
[ 1℄:
III.3.1.5. Soit f : X !  une ourbe propre et lisse. D'après [Voe00℄ 4.3.2, on dispose, sous réserve de la
résolution des singularités, d'un isomorphisme anonique C

(X)! Hom
DM
e
 
()
(C

(X);Z(1)[2℄). Cet énoné
est en fait valable inonditionnellement, omme l'a indiqué Joël Riou à l'auteur. Voii rapidement l'argument
dont les détails sont laissés au leteur. Soit Chow
e
() la atégorie des motifs (purs) de Chow eetifs (à
oeients entiers). On prend la onvention homologique de Voevodsky (et non elle initialement hoisie
par Grothendiek) : si X et Y sont deux -shémas projetifs et lisses, ave X onnexe de dimension d
X
,
Hom
Chow
e
()
(X;Y ) = A
d
X
(X 

Y ), le groupe des yles de dimension d
X
modulo équivalene rationnelle.
On a un fonteur naturel (f. lo. it., 2.1.4) Chow
e
() ! DM
e
gm
() envoyant le motif h(X) d'une variété
projetive lisse X sur [X℄ et le motif de Lefshetz (f. [Sh94℄) sur Z(1)[2℄. Soit Chow() la atégorie obtenue
à partir de Chow() en inversant formellement le motif de Lefshetz L
(ii)
et DM
gm
() la atégorie triangulée
obtenue en inversant le motif de Tate Z(1) (f. [Voe00℄, 2.1.3). Ces deux atégories sont enore des atégories
tensorielles (f. lo. it., 2.1.5 pour DM
gm
()) et le fonteur Chow() ! DM
gm
() déduit de Chow
e
() !
DM
e
gm
() préserve le produit tensoriel. Soit X une ourbe projetive et lisse purement de dimension 1 sur 
omme préédemment. Posons h(X)
_
:= h(X) 
 L
 1
, le motif de Chow dual de h(X). Il existe des èhes
h(X)
h(X)
_
! 1, 1! h(X)
h(X)
_
satisfaisant les hypothèses de [LMSM86℄, iii.1.6. Le fait remarquable
est que, réiproquement, pour tout objet A, l'existene d'un objet B, et de èhes A
B ! 1 et 1! A
B
satisfaisant es relations implique que B ' Hom(A;1) (et A est dit fortement dualisable). En partiulier,
l'existene même du fonteur Chow() ! DM
gm
() montre que [X℄

! Hom
DM
gm
()
([X℄ 
 (Z(1)[2℄)
 1
;Z)
(f. lo. it.,iii.1.9). Finalement, on a la formule [X℄

! Hom
DM
gm
()
([X℄;Z(1)[2℄). Il résulte de la pleine
délité du fonteur DM
e
gm
()! DM
gm
(), démontrée inonditionnellement dans [Voe℄, que le Hom-interne
Hom
DM
gm
()
([X℄;Z(1)[2℄) oïnide ave elui dans DM
e
gm
(). De plus, il est tautologique que le Hom-interne
dans DM
e
gm
() oïnide ave elui dans DM
e
 
() quand il existe. En onlusion, nous avons vérié qu'il
existe un isomorphisme anonique C

(X)! Hom
DM
e
 
()
(C

(X);Z(1)[2℄).
D'après [Voe00℄ 3.2.8, l'objet Hom
DM
e
 
()
(C

(X);Z(1)[2℄) est isomorphe au omplexe R
Nis
f

Z(1)[2℄ (et
don à R
Nis
f

G
m
[1℄

. Comme X est de dimension 1, il résulte de lo. it. 3.2.9 que le morphisme anonique

0
(R
Nis
f

G
m
[1℄)! R
Nis
f

G
m
[1℄ est un isomorphisme. De plus, d'après Hilbert's 90,

0
(R
Nis
f

G
m
[1℄)! 
0
(R
fppf
f

G
m
[1℄)
est un isomorphisme. Admettant III.3.1.4, nous avons don démontré le :
III.3.1.6 Corollaire.  Soit f : X !  une ourbe propre et lisse, on a un isomorphisme anonique :
C

(X)

! 
0
(R
fppf
f

G
m
[1℄):
(ii)
Il se trouve que le produit tensoriel ave e motif est pleinement dèle.
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Ce résultat est un peu plus préis que [Voe00℄ 3.4.2, où l'on alule seulement la ohomologie de e
omplexe.
III.3.1.7 Remarques. 
1. Ce résultat est à rapproher de la formule des oeients universels de Deligne [SGA 4 xviii 1.5℄
faisant intervenir le hamps de Piard (pour le gros site fppf sur ) :
PIC(X=) := f

h(G
m
[1℄) ' h(
0
(Rf

G
m
[1℄)):
2. On peut déduire de III.3.1.4 et III.3.1.6 le alul de l'homologie d'une ourbe X ane et lisse sur
. Il sut d'introduire une ompatiation lisse X de X, obtenue en rajoutant le fermé réduit X
1
.
D'après III.2.6, on a un isomorphisme C

(X
1
)

! Z
X
1
=
. Le triangle de Gysin ([Voe00℄ 3.5.4) dans
DM
e
 
() se réérit ii :
G
X
1
m
! C

(X)! 
0
(R
fppf
f

G
m
[1℄)! :
On peut en déduire que C

(X) est onentré en degré 0 et isomorphe au faiseau Pi
(X;X
1
)
des lasses
d'isomorphismes de faiseaux inversibles trivialisés à l'inni. Cela généralise III.3.1.4 ar on a un
isomorphisme Pi
(P
1

;f0;1g)
' ZG
m
. Nous n'aurons pas besoin de ette remarque.
III.3.2. Rappels sur les 1-motifs de Deligne.  Soit S un shéma. Nous appellerons ii S-shéma
semi-abélien tout S-shéma en groupe J ommutatif, extension (pour la topologie fppf sur S) d'un shéma
abélien A par un tore T . À isomorphisme près, A et T sont bien déterminés.
III.3.2.1 Dénition ([Del74℄,  10).  La atégorie 1-Mot(S) des 1-motifs sur S est la sous-atégorie
pleine de C
[ 1;0℄
(S
fppf
) dont les objets sont les omplexes Sshémas en groupes ommutatifs de longueur 1 :
M = [X ! J ℄;
où X, plaé en degré  1, est loalement isomorphe pour la topologie étale à un groupe Z
r
, r 2 N, et J est
un shéma semi-abélien.
Ce n'est pas une atégorie abélienne. Si S =  est le spetre d'un orps de point générique géométrique
, la donnée de M = [X ! J ℄ est équivalente à la donnée d'un 
1
(; )-module ontinu Z
r
, d'un shéma
semi-abélien J et d'un morphisme équivariant de groupes Z
r
! J().
Chaque 1-motif M = [X ! J ℄, où J est extension de A par T , est muni d'une ltration par le poids W ,
roissante, indexée par Z, dénie par
W
n
(M) = 0 si n <  2; W
 2
(M) = [0! T ℄; W
 1
(M) = [0! J ℄ et W
m
(M) =M si m  0:
On montre sans diulté que tout morphisme de 1-motifs respete la ltration par le poids et induit don
un morphisme sur les quotients suessifs, que sont : la partie torique T (poids  2), la partie abélienne A
(poids  1) et la partie étale X[1℄ (poids 0).
Supposons dorénavant que S est le spetre d'un orps, de point générique noté .
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À toute atégorie additive C, on peut assoier une atégorie Q-linéaire isoC, universelle pour les fonteurs
de C dans une atégorie Q-linéaire. Il sut de onserver les mêmes objets et de hanger les èhes en
Hom
isoC
( ; ) := Hom
C
( ; ) 

Z
Q. Proédant ainsi pour la atégorie des 1-motifs sur , on dénit la
atégorie des 1-motifs à isogénie près. Les morphismes de 1-Mot() qui deviennent des isomorphismes dans
1-Isomot(), les isogénies, sont eux pour lesquels le morphisme sous-jaent en poids 0 est injetif de onoyau
ni, tandis que le morphisme sous-jaent entre les parties semi-abéliennes est surjetif de noyau ni. La
ltration par le poids s'étend automatiquement en une ltration dans 1-Isomot().
III.3.2.2 Lemme.  Pour haque entier i 2 f0; 1; 2g, la sous-atégorie des 1-isomotifs purs de poids
i est abélienne semi-simple et épaisse. De plus, la atégorie 1-Isomot() est abélienne.
Démonstration.  Pour i =  1 'est un orollaire du théorème de omplète irrédutibilité de Poinaré. En
poids 0, 'est le lemme de Mashke. Le as du poids  2 s'en déduit, par dualité de Cartier. Que 1-Isomot()
soit abélienne en résulte.
III.3.2.3 Remarque.  Il est intéressant de remarquer que si  est le spetre d'un orps ni F
q
, ette
atégorie est même semi-simple. Par exemple, la lasse J est extension d'une variété abélienne A par le tore
G
m
, sa lasse dans Ext
1
(A;G
m
) = A
_
(F
q
) (ni) est de torsion. De même,
Ext
1
1-Isomot(F
q
)
([Z! 0℄; [0! G
m
℄) ' F

q

Z
Q = 0:
Sans hypothèse sur , on a le résultat suivant.
III.3.2.4 Proposition.  La atégorie 1-Isomot() est de dimension ohomologique  1.
Démonstration.  Il sut de vérier que pour tout ouple de 1-motifs purs M et M
0
, on a
Ext
2
1-Isomot()
(M;M
0
) = 0:
Pour ela on ommene par vérier que le groupe des extensions de M par M
0
, supposés purs, est nul si le
poids deM
0
est supérieur (ou égal) au poids deM : ela résulte de aluls simples. (SiM etM
0
sont de même
poids, 'est III.3.2.2.) Il résulte formellement de e résultat que si Ext
2
1-Isomot()
(M;M
0
) 6= 0, ave M et M
0
purs, on a M = X[1℄ pur de poids 0 et M
0
= T
0
pur de poids  2. Soit e 2 Ext
2
1-Isomot()
(X[1℄; T
0
) ; il existe
un 1-motif Z, et deux lasses e
1
2 Ext
1
1-Isomot()
(X[1℄; Z), e
2
2 Ext
1
1-Isomot()
(Z; T
0
) telles que e = e
2
 e
1
.
Notons J
Z
(resp. X
Z
[1℄; A
Z
) la partie semi-abélienne (resp. étale, abélienne) de Z ; ompte tenu de la nullité
de Ext
1
(X[1℄;X
Z
[1℄), la lasse e
1
se fatorise (non anoniquement) par Ext
1
(X[1℄; J
Z
), pour donner la lasse
e après multipliation par l'image de e
2
dans Ext
1
(J
Z
; T
0
). On peut don supposer Z de poids   1.
De la même façon, e
2
se fatorise par Ext
1
(A
Z
; T
0
) si bien que l'on peut supposer que Z est une variété
abélienne. Quitte à multiplier e
1
et e
2
par des entiers non nuls et remplaer les groupes intervenant par des
groupes isogènes, on peut supposer qu'elles orrespondent à des morphismes dans 1-Mot(). Finalement e
1
orrespond à une extension dans 1-Mot() : 0! T
0
! J
0
! A! 0 et e
2
à 0! A!
f
M
0
! X[1℄! 0. Dans
1-Mot(), on ne peut pas toujours relever le morphisme X ! A en X ! J , mais quitte à hanger X en un
groupe isogène 'est possible (ar J ! A est un épimorphisme dans 1-Isomot()). On peut don supposer
qu'il existe un 1-motif
f
M de gradué (X[1℄; A; T
0
) réalisant es extensions en e sens que e
1
orrespond à
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W
 2
(
f
M) ! W
 1
(
f
M ) ! gr
 1
(
f
M ) et e
2
à gr
 1
(
f
M ) !
f
M=W
 2
(
f
M ) ! gr
0
(
f
M ). Il résulte du lemme suivant
que le morphisme omposé orrespondant gr
0
(
f
M)!W
 2
(
f
M )[2℄ (dans la atégorie dérivée) est nul.
III.3.2.5 Lemme.  Soit M un objet d'une atégorie abélienne, et 0!M
 2
M
 1
M une ltration à
deux rans de M . Soit e
1
la lasse de l'extension 0!M
 1
=M
 2
! M=M
 2
!M=M
 1
! 0 et e
2
la lasse
de l'extension 0 ! M
 2
! M
 1
! M
 1
=M
 2
! 0. Alors, la lasse de e
2
 e
1
dans Ext
2
(M=M
 1
;M
 2
) est
nulle.
Démonstration.  Il sut de onstater que e
1
orrespond au morphisme de omplexes
0

//
M
 1

//
M
//

0
0
//
M
 2
//
M
 1
//
0
tandis que e
2
orrespond au morphisme
0
//
M
 2
//

M
 1

//
0
0
//
M
 2
//
0
//
0
Le produit, qui orrespondant à la omposition dans la atégorie dérivée, est don nul.
III.3.3. Comparaison ave la théorie de Voevodsky. 
III.3.3.1 Lemme.  Soit X (resp. T , A) un -shéma loalement isomorphe (pour la topologie étale) à
un Z-module libre de type ni (resp. un tore, un variété abélienne sur ). Le faiseau de Nisnevih représenté
par X (resp. T , A) est invariant par homotopie.
Démonstration.  Par desente, on peut supposer X (resp. T ) onstant (resp. déployé). Dans e as, ela
résulte de l'invariane par homotopie du 
0
(resp. de III.3.1.1).
Soit S 2 Ob L () ; il nous reste à montrer que le morphisme A(S) ! A(A
1
S
) induit par la projetion
p : A
1
S
! S est un isomorphisme. Si S est un orps 'est lassique. Notons s : S ! A
1
S
la setion nulle. Soit
f : A
1
S
! A ; montrons que si g = fs : S ! A et
~
f := gp, on a f =
~
f , 'est-à-dire ' := f  
~
f = 0. Pour tout
point s de S, le morphisme omposé A
1
s
,! A
1
S
'
! A est trivial. Ainsi, le morphisme ' est topologiquement
onstant. Comme A
1
S
est intègre, on a bien ' = 0 d'où le résultat.
III.3.3.2. Notons ÉtTrans() la atégorie abélienne des préfaiseaux abéliens sur LCorr() dont la restri-
tion à L () soit un faiseau pour la topologie étale et DM
e
 ;ét
() la sous-atégorie pleine de D
 
(ÉtTrans())
onstituée des omplexes à ohomologie invariante par homotopie. D'après les lemmes III.3.1.2 (exis-
tene de transferts anoniques) et III.3.3.1 (invariane par homotopie) le fonteur anonique 1-Mot() !
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D
 
(L
ét
()), où L
ét
() est le gros site étale sur L (), induit un fonteur 1-Mot() ! DM
e
 ;ét
(). Par
tensorisation par Q et appliation du fonteur omplexe simple assoié, on obtient un fonteur
D
b
(1-Isomot())! isoDM
e
 ;ét
():
III.3.3.3 Proposition.  Le fonteur préédent est pleinement dèle.
III.3.3.4 Remarque.  D'après [Voe00℄, 3.3.2, le fonteur anonique isoDM
e
 
() ! isoDM
e
 ;ét
() est
une équivalene de atégories. La topologie étale étant sans doute mieux onnue du leteur, nous la préférons
ii.
Prendre garde au fait que le fonteur d'oubli des transferts isoDM
e
 ;ét
() ! isoD
 
(L
ét
()) n'est pas plei-
nement dèle. De même, il faut garder à l'esprit que si isoD
b
(Z   mod) ! D
b
(isoZ   mod) est bien une
équivalene, il n'en va pas de même de D
b
(isoZ   mod) ! D
b
(Q   ev). (Cette diulté disparaît l'on se
restreint aux groupes abéliens onstrutibles.)
Pour tout objet K 2 DM
e
 ;ét
(), nous noterons K
Q
son image dans isoDM
e
 ;ét
(). De même, pour tout
groupe abélien H, on pose H
Q
:= H 

Z
Q.
Démonstration de la proposition III.3.3.3.  Il sut de montrer le fait suivant :
pour tout i 2 Z et tout ouple de 1-motifs, M et M
0
, le morphisme
(?) Ext
i
1-Isomot()
(M;M
0
)! Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(M
Q
;M
0
Q
[i℄)
 
= Hom
D
 
(ÉtTrans())
(M;M
0
[i℄)
Q

est un isomorphisme.
Par dévissage, on peut supposer M et M
0
purs. De plus, par semi-simpliité, si M (ou M
0
) est pur de poids
0 (resp.  2), on peut supposer que M (ou M
0
) est isomorphe à un tore G
e=
m
(resp. Z
e=
), où e= est ni
étale.
Nous utiliserons à plusieurs reprises la proposition suivante :
III.3.3.5 Proposition ([Voe00℄, 3.1.9 et 3.1.12).  Soient X un -shéma algébrique lisse et F un
faiseau abélien étale ave transferts, invariant par homotopie. Alors, pour tout entier i 2 Z, on a un iso-
morphisme :
Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(C

([X℄)
Q
;F
Q
[i℄) ' H
i
Zar
(X;F )
Q
III.3.3.6. Démonstration de (?) ave M = Z
e=
[1℄ pur de poids 0. On a vu en III.2.6 que M

! C

(e)[1℄ ;
d'après III.3.3.5, on a don, pour tout 1-motif pur M
0
,
Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(M
Q
;M
0
Q
[i℄) ' H
i 1
(e;M
0
)
Q
:
SiM
0
= X
0
[1℄ est pur de poids 0, on a H
i 1
Zar
(e;M
0
)
Q
= H
0
(e;X
0
)
Q
si i = 0 et 0 sinon. Ces groupes oïnident
bien ave Ext
i
1-Isomot()
(Z
e=
[1℄;X
0
[1℄), isomorphe à Hom
1-Mot()
(Z
e=
;X
0
)
Q
pour i = 0. Si M
0
= J
0
est une
variété semi-abélienne pure, H
i 1
Zar
(e; J
0
)
Q
est nul sauf éventuellement pour i = 1, auquel as il s'agit de
J
0
(e)
Q
. D'un autre té, Ext
i
1-Isomot()
(Z
e=
[1℄; J
0
) est nul sauf éventuellement pour i = 1. Dans e as,
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une extension représentant un élément de Ext
1
1-Isomot()
(Z
e=
[1℄; J
0
) orrespond à un isomotif [Z
e=
f
! J
0
℄,
uniquement déni par la èhe f 2 J
0
(e)
Q
.
III.3.3.7. Démonstration de (?) ave M = G
e=
m
pur de poids  2. Il résulte de III.3.1.6 que h
 1
(P
1
e
)
est isomorphe à M . Cela déoule de l'isomorphisme G
P
1
e
=
m
' G
e=
m
. D'après lo. it., le groupe h
0
(P
1
e
)
est isomorphe à Pi(P
1
e
=), don à Z
e=
. Soient M
0
un 1-isomotif pur et i 2 Z. Appliquons le fonteur
Hom
isoDM
e
 ;ét
()
( ;M
0
Q
[i℄) au triangle distingué anonique :
h
0
(P
1
e
)
Q
[ 2℄! h
 1
(P
1
e
)
Q
! C

(P
1
e
)
Q
[ 1℄! :
Compte-tenu de III.3.3.5, III.3.3.6 et des aluls préédents, on obtient un triangle distingué :
H
i+1
Zar
(P
1
e
;M
0
)
Q
! Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(G
e=
m
Q
;M
0
Q
[i℄)! H
i+2
Zar
(e;M
0
)
Q
! :
Compte-tenu du diagramme ommutatif
C

(P
1
e
)
//

h
0
(P
1
e
)
isom.

C

(e)
isom. //
h
0
(e)
;
la suite exate longue préédente fait de Hom
isoDM
e
 ;ét
()
( ;M
0
Q
[i℄) le (i+1)-ième groupe de ohomologie
d'un ne C du morphisme :
R 
Zar
(e;M
0
)
Q
! R 
Zar
(P
1
e
;M
0
)
Q
assoié à la projetion P
1
e
! e.
On ommene par en déduire que Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(G
e=
m
Q
;M
0
Q
[i℄) est nul pour i =2 f 1; 0g. En eet, C
est dans D
[0;1℄
, puisque P
1
e
est de dimension 1. Pour i 2 f 1; 0g, il est plus simple de démontrer (?) sans
utiliser l'interprétation préédente (voir aussi III.3.3.8). Traitons en détail le as i =  1. Si M
0
est pur de
poids < 0, Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(G
e=
m
Q
;M
0
Q
[ 1℄) est trivialement nul, ar M
0
Q
est plaé en degré 0. La nullité de
Ext
 1
1-Isomot()
(M;M
0
) est également évidente.
Si M
0
= X
0
[1℄, Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(G
e=
m
Q
;X
0
Q
[1℄[ 1℄) = Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(G
e=
m
Q
;X
0
Q
) = 0.
Pour i = 0, si M
0
est une variété abélienne A
0
, on a
Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(G
e=
m
Q
; A
0
) = Hom
ShGrp=
(G
e=
m
Q
; A
0
)

Z
Q = 0:
Les autres as, toujours pour i = 0, sont laissés au leteur.
III.3.3.8 Remarque.  On retrouve le fait élémentaire que si A
0
est une variété abélienne, H
1
Zar
(P
1
e
; A
0
)
Q
est nul (prendre M
0
= A
0
, i = 0 et regarder le H
1
de C , dont on vient de montrer la nullité par d'autres
moyens). Utilisant les résultats de [Voe00℄, 3.1.12 et III.3.3.4 on voit que 'est aussi vrai pour la topologie
étale. Ce résultat est bien onnu (f. e.g. [Mil86℄, ii.5.1).
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III.3.3.9. Démonstration de (?) ave M pur de poids  1. Il résulte de [Kat99℄, theorem 11, et III.3.2.2
que l'on peut supposer A fateur diret de la jaobienne Ja d'une -ourbe C propre, lisse, géométriquement
onnexe, et possédant un point rationnel. Dans la atégorie des motifs de Chow eetifs, notée Chow
e
()
(f. [Voe00℄, 2.1.4), e point rationnel induit une déomposition h(C) = Zh
1
(C)L, où L est le motif de
Lefshetz (f. [Sh94℄, pages 167172, mais ave une onvention ontravariante). L'existene d'un fonteur
ovariant Chow
e
() ! DM
e
gm
(), envoyant L sur Z(1)[2℄, appliqué à ette déomposition, montre que le
triangle distingué de DM
e
 
(), h
1
(C)[1℄ ! C

(C) ! h
0
(C) !, est sindé. Le faiseau h
0
(C) est isomorphe
à Pi
C=
, extension de Z par Ja. (Chaque point rationnel induit une setion.) Finalement, on a (non
anoniquement) un isomorphisme :
C

(C) ' Z JaG
m
[1℄:
Soient M
0
un 1-isomotif pur et i 2 Z un entier. Le groupe Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(Ja
Q
;M
0
Q
[i℄) est isomorphe au
noyau d'un morphisme (non anonique)
Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(C

(C)
Q
;M
0
Q
[i℄)! Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(Q;M
0
Q
[i℄)  Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(G
m
Q
[1℄;M
0
Q
[i℄):
Le but de ette èhe se réérit, ompte tenu de e qui préède, H
i
(;M
0
)
Q
Ext
i 1
1-Isomot()
(G
m
;M
0
). Nous n'aurons
pas besoin de e résultat ; voir ependant III.3.3.10 pour une interprétation.
En partiulier, Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(Ja
Q
;M
0
Q
[i℄) s'injete dans Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(C

(C)
Q
;M
0
Q
[i℄)

! H
i
Zar
(C;M
0
)
Q
.
Comme la variété abélienne A qui nous intéresse est fateur diret de Ja dans 1-Isomot(), le groupe
Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(A
Q
;M
0
Q
[i℄) s'injete aussi dans H
i
Zar
(C;M
0
)
Q
. En partiulier, il est nul pour i  2 ou i <  1.
Il en est de même du groupe des homomorphismes alulé dans 1-Isomot(). Traitons les diérents as res-
tants, i 2 f 1; 0; 1g, un par un.
1. i =  1. Le groupe Hom
D
b
(1-Isomot())
(A;M
0
[ 1℄) est nul, pour toutM
0
. SiM
0
est de poids   1,M
0
Q
est
onentré en degré 0, don H
 1
Zar
(C;M
0
)
Q
est nul aussi. Si M
0
= X
0
[1℄, Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(A
Q
;M
0
Q
[ 1℄) =
Hom
ÉtTrans()
(A;X
0
)
Q
= 0 ar tout morphisme de shémas en groupes de A vers Z est onstant.
2. i = 0. On veut montrer que le morphisme Hom
1-Isomot()
(A;M
0
) ! Hom
ÉtTrans()
(A;M
0
)
Q
est un
isomorphisme. Si M
0
est onentré en degré 0, 'est évident. Si M
0
= X
0
[1℄, le terme de gauhe est
nul ; la nullité du terme de droite résulte par exemple du fait que le groupe H
1
Zar
(C;X
0
)
Q
, dans lequel
il s'injete, est nul (X
0
est asque).
3. i = 1. Si M
0
= X
0
[1℄, le groupe Ext
1
1-Isomot()
(A;X
0
) est nul, pour des raisons de poids, tandis que
Hom
isoDM
e
 ;ét
()
(A
Q
;X
0
Q
[1℄) ,! H
2
Zar
(C;X
0
)
Q
= 0. Supposons enn M
0
= J
0
pur de poids < 0 (i.e.
semi-abélien). On veut montrer que le morphisme Ext
1
1-Isomot()
(A; J
0
) ! Ext
1
ÉtTrans()
(A; J
0
)
Q
est un
isomorphisme. Cela résulte du lemme III.3.3.11, qui ahève la démonstration du théorème III.3.3.3.
III.3.3.10 Remarque.  Supposons un instant que M = J = Ja(C). On a vu que Ext
i
1-Isomot()
(J;M
0
)
est (non anoniquement) isomorphe au noyau d'un morphisme H
i
(C;M
0
)! H
i
(;M
0
)
Q
Ext
i 1
1-Isomot()
(G
m
;M
0
).
Si i = 1 et M
0
= G
m
, on retrouve l'autodualité de la jaobienne : Pi
0
C=
_
()
Q
' Pi
0
C=
()
Q
=
Ker
 
H
1
(C;G
m
)
Q
! Hom(G
m
;G
m
)
Q

.
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Si i = 0 et M
0
= A
0
, on retrouve l'interprétation de la jaobienne omme variété d'Albanese (dans le as
des ourbes).
III.3.3.11 Lemme.  Soient G et G
0
deux -shémas en groupes ommutatifs lisses, supposés de type
ni sur  ou loalement pour la topologie étale isomorphe à un groupe abélien libre de type ni. Soit E un
faiseau sur L
ét
(), extension de G par G
0
. Alors E est représentable par un -shéma en groupes lisse. De
plus, si G et G
0
sont invariants par homotopie, il en est de même de E. Si l'on munit G et G
0
des transferts
anoniques (III.3.1.2), la struture de transferts anonique sur E est la seule qui soit ompatible ave elles
de G et G
0
.
Démonstration d'après M. Raynaud.  Seule la représentabilité est à démontrer : la stabilité par extension
de l'invariane par homotopie ainsi que l'uniité des transferts sont évidents. Supposons pour ommener
k = () séparablement los. Le G
0
-torseur E sur G (pour la topologie étale) est représentable au-dessus du
point générique 
G
de G (essentiellement lisse sur ) : ela résulte du fait que la (
G
)-forme orrespondante
de G
0

sép
G
s'obtient en quotientant le shéma G
0

0
G
, pour une extension nie étale 
0
G
=
G
, par un groupe ni. La
représentabilité du quotient vient du fait que G
0

0
G
est quasi-projetif ou bien ane si G
0
n'est pas algébrique
sur . La représentabilité de E au-dessus de 
G
entraîne le même résultat au-dessus d'un ouvert non vide
U de G. Le shéma G étant reouvert par la réunion des g  U où g est un point -rationnel de G, on peut
représenter E au-dessus de
`
i=1;:::;n
g
i
U ! G et nalement reoller les moreaux pour obtenir un -shéma
E représentant E sur le gros site L
ét
(G). En fait, le faiseau E sur L
ét
() est aussi représenté par E . En eet,
E est automatiquement un faiseau pour la topologie fppf et G !  est ouvrant pour ette topologie : si
X 2 Ob L (), on a E(X) = KerE(G
X
) E((G

G)
X
) = E (X). Enn, le passage du as k séparablement
los au as général se fait par desente nie étale, omme plus haut.
III.3.4. Fatorisation par les motifs géométriques.  Nous avons don montré que le fonteur
D
b
(1-Isomot()) ! isoDM
e
 ;ét
() est pleinement dèle ; la proposition suivante dérit l'image essentielle
de e fonteur.
III.3.4.1 Proposition.  Le fonteur pleinement dèle D
b
(1-Isomot()) ! isoDM
e
 ;ét
() se fatorise à
travers iso d
1
DM
e
gm
() ,! isoDM
e
 ;ét
() et induit une équivalene :
D
b
(1-Isomot())

! iso d
1
DM
e
gm
():
La mise en garde III.3.3.4 ne s'applique pas ii : la atégorie iso d
1
DM
e
gm
() est équivalente à d
1
DM
e
gm
(;Q),
où DM
e
gm
(;Q) est l'analogue de DM
e
gm
() onstruit ave des oeients rationnels.
Démonstration.  La sous-atégorie pleine d
1
DM
e
gm
(k;Q) de isoDM
e
 ;ét
() est par dénition épaisse. Pour
démontrer que le fonteur D
b
(1-Isomot()) ! isoDM
e
 ;ét
() se fatorise en un fonteur pleinement dèle
D
b
(1-Isomot())

! iso d
1
DM
e
gm
(), il sut don de montrer que les motifs purs sont dans d
1
DM
e
gm
(k;Q).
Que les motifs purs de poids 0 soient dans l'image résulte de III.2.6. Les tores de la forme G
e=
m
sont don
également obtenus ar C

(P
1
e
) est extension de Z
e=
= Pi
P
1
e
=
(déjà dans l'image par e qui préède),
par G
e=
m
[1℄. On en déduit que tous les tores sont dans l'image. En poids  1, il sut de montrer que les
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jaobiennes sont dans l'image, ar d
1
DM
e
gm
(k;Q) est stable par fateur diret. Compte tenu de la présene
des tores et des 1-motifs étales sur , ela résulte de III.3.1.6. Pour démontrer la pleine délité du fonteur
D
b
(1-Isomot())

! iso d
1
DM
e
gm
(), on utilise enn le alul l'homologie du omplexe des haînes singulières
(f. III.3.1.7, ii).
En partiulier, on peut munir d
1
DM
e
gm
(;Q) d'une t-struture non dégénérée de oeur 1-Isomot().
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